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Zusammenfassung 


Beschreibung einer Versuchsanordnung, mit der sich in besonders schéner Weise die 
Schwingungsformen von Seifenmembranen verschiedener Gestalt demonstrieren lassen. 


Summary 


Description of an apparatus for exhibiting very neatly the modes of vibration of soap 


- films of various shapes. 


Sommaire 


Déscription d’un dispositif de recherches, qui permet de faire la démonstration des divers 
aspects des formes de vibrations des membranes de sayon. 


Membranen finden in der Akustik eine vielseitige 
Anwendung. So dienen z.B. aus Tierhaut gebildete 
Membranen bei verschiedenen Musikinstrumenten 
(Pauke, Trommel, Tambourin) als Schallquelle, 
Membranen aus Papier werden als Schallgeber im 
Lautsprecher benutzt, wahrend im Kondensator- 
mikrophon Membranen aus Metallfolie verwendet 
werden. Das Studium der Eigenschwingungen einer 
Membran hat daher schon immer den Physiker be- 
schaftigt und es sind zahlreiche Verfahren zu die- 
sem Zweck beschrieben worden. Eine fiir Versuchs- 
zwecke ideale Membran stellt eine ebene tber eine 
entsprechende Oftnung gespannte Seifenhaut dar. 
Sie ertiillt die an eine Membran zu stellende Be- 
dingung des Fehlens jeglicher Steifigkeit, d.h. des 
Wegtallens von Scherungskraften. Man findet daher 
in der alteren Literatur eine Reihe von Arbeiten, die 
sich mit dem Studium der Schwingungsformen von 
Seifenlamellen befassen, die durch Stimmgabeln, 
Pfeifen u. dgl. angeregt wurden [1]. Dieser Art von 
Anregung fehlte aber die Moglichkeit einer konti- 
nuierlichen Frequenzanderung, die heute durch einen 
elektrischen Tongenerator uber einen Lautsprecher 
moglich ist. Eine zweite Schwierigkeit bestand in 
der Herstellung einer Seifenmembran, die eine iiber 
die ganze Flache gleichmaBige Dicke aufweist. Nur 
in diesem Fall erhalt man symmetrisch ausgebildete 
Schwingungsformen. 

Im folgenden soll eine Versuchsanordnung be- 
schrieben werden, die es ermoglicht, an Seifenmem- 
branen von ganz gleichmaBiger Dicke die Eigen- 
schwingungen zu beobachten*. Man Ja8t zu diesem 
Zweck die horizontal gelagerte Seifenmembran um 


eine vertikale Achse rotieren. Dann wird durch die 
Wirkung der Zentrifugalkraft die Flissigkeit von 
der Membranmitte nach dem Rande getrieben und 
man erhalt nach einiger Zeit eine Seitenhaut von 
ganz gleichmabiger Dicke. Die Veradnderung der 
Dicke und das Krreichen einer gleichmabigen Dicke 
laBt sich durch die im reflektierten Licht auttreten- 
den Interferenzfarben beobachten und kontrollieren. 
Die Beobachtung der Membranschwingungen ge- 
schieht ebenfalls im reflektierten Licht. Man sieht 
dann die Schwingungsbauche als helle Linien auf 
dunklem Grunde; da wir es bei der Membran mit 
Biegungsschwingungen zu tun haben, behalten nur 
die Schwingungsbauche eine zur Membranebene par- 
allele Lage, wahrend in den Knotenlinien die Mem- 
bran dauernd um die Knotenlinie herumkippt und in- 
folgedessen das dort auffallende Licht nach den Sei- 
ten wegreflektiert wird. 

Bild 1 zeigt die Versuchsanordnung. Eine runde 
Metalldose D ist auf dem oberen Ende einer vertika- 
len Achse A befestigt und kann mittels eines Schnur- 
antriebs Sch in Rotation versetzt werden. In die Me- 
talldose lassen sich Metallscheiben R mit verschie- 
denen zentralen Offnungen einlegen. Die Seifen- 
membran S$ wird tiber die betreffende Offnung ge- 
spannt. Unterhalb der Seifenmembran befindet sich 
auf dem Boden der Dose ein kleiner elektrodynami- 
scher Lautsprecher, dessen Membran M die Seifen- 
lamelle von unten beschallt. Die Stromzufiihrung 


1 Kin Teil dieser Versuche war Inhalt eines Vortra- 
ges auf dem 2.ICA KongreB in Cambridge, Mass., 
1956; siehe auch J. acoust. Soc. Amer. 28 [1956], 
1043. 
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zum Lautsprecher geschieht einmal tiber die Achse 
und das Gehause, zum anderen tber einen isoliert 
angebrachten Metallring C und die Schleiffeder F. 
Um die Seifenlamelle wahrend der Rotation vor 
Luftstr6mungen zu schiitzen, ist die Dose durch 
einen aufsetzbaren Deckel mit eingesetzter Glas- 
scheibe G abgeschlossen. Letztere ist im Deckel 
schrag zur Rotationsachse angebracht, um stérende 
Lichtreflexe an der Glasscheibe zu vermeiden. Bei 


Paaesl 


Bild 1. Versuchsaufbau. 
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Die zu den Versuchen benutzte Seifenlésung 
wurde nach folgendem von Boys [2] angegebenen 
Rezept hergestellt: In 750 cm? Wasser wurden 20 g 
dlsaures Natron gelést. Letzteres schwimmt zunachst 
auf dem Wasser, geht aber im Laufe eines Tages in 
Lésung. Hierauf werden 250 cm? Glyzerin zugefiigt; 
die Mischung wird stark geschiittelt und eine Woche 
im Dunkeln aufbewahrt. Nach Ablauf dieser Zeit 
wird die klare Fliissigkeit mit einem Heber abgezo- 
gen und von dem obenauf schwimmenden Schaum 
getrennt. Auf einen Liter dieser Fltissigkeit werden 
zwei bis drei Tropfen Ammoniak hinzugeftigt. Die 
Lésung mu im Dunkeln aufbewahrt werden ?. 


Mit dieser Seifenldsung erhalt man sehr stabile 
Seifenmembranen. Da die Viskositat der Lésung 
verhaltnismaBig hoch ist, mus man die Membran in 
der oben beschriebenen Apparatur langere Zeit ro- 
tieren lassen, bis sie eine gleichmabige Dicke be- 
sitzt. Diese Zeit 1aBt sich merklich verkiirzen, indem 
man die Losung mit destilliertem Wasser verdiinnt. 
Auch dann ist die Lamelle noch so stabil, daB sie 
selbst bei einer Dicke, die klein gegen die Wellen- 
lange des Lichtes ist (Auftreten des schwarzen Flek- 
kes) zu Eigenschwingungen angeregt werden kann 
und diese langere Zeit aushalt. 


Bild 2. Schwingungsbilder einer kreisférmigen Seifenmembran. 


der Beobachtung und photographischen Aufnahme 
der Schwingungsfiguren der ruhenden Seifenmem- 
bran wird der Deckel mit der Glasscheibe entfernt, 
um eine zusiatzliche Dampfung der Membran durch 
das Luftpolster zwischen Membran und Glasscheibe 
zu vermeiden. 


Die folgenden Bilder zeigen einige Beispiele von 
Eigenschwingungen von Seifenmembranen verschie- 
dener Form. In Bild 2 handelt es sich um eine kreis- 
formige Membran von 3 cm Durchmesser. Die Auf- 


* Die Herstellung weiterer brauchbarer Seifenlésun- 
gen hat kiirzlich E. Saur beschrieben [3]. 
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nahmen a—c von Bild2 zeigen die dritte, vierte 
und fiinfte Oberschwingung einer solchen Membran 
ohne Knotendurchmesser. Wie bereits erwahnt, stel- 
len die hellen Linien die Schwingungsbiuche dar. 
Die Anregungsfrequenzen waren 310, 480 und 
660 Hz. Nach der Theorie mii8ten sich diese Fre- 
quenzen wie 3,6: 4,9 : 6,21 verhalten. Der Versuch 
ergab das Verhaltnis 3,6 :5,5:7,6; diese Abwei- 
chung diirfte dadurch bedingt sein, daB die Seifen- 
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membran auf der unteren Seite durch das Luft- 
polster zwischen Membran und Lautsprecher belastet 
war. Es macht keine Schwierigkeit, auch samtliche 
hoheren Oberschwingungen dieser Art nachzuweisen. 

Schwieriger ist die Erzeugung von Oberschwin- 
gungen einer kreisférmigen Membran, bei denen 
sich neben den Knotenkreisen auch noch Knoten- 
durchmesser ausbilden. In diesem Fall treten sehr 
leicht Stromungen in der Membran auf und es 


Bild 4. Schwingungsbilder einer quadratischen Seifenmembran. 
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kommt zu einer Rotation der ganzen schwingenden 
Membran in der Offnung der Metallplatte, so daf 
sich die Schwingungsfigur nicht mehr photographie- 
ren lat. Die Aufnahmen d—f von Bild2 zeigen 
einige Schwingungsbilder einer kreisformigen Mem- 
bran von 3cm Durchmesser, bei denen sich zum 
mindesten im mittleren Teil zwei, vier und finf 
Durchmesser erkennen lassen, langs deren die Mem- 
bran Schwingungsbauche besitzt. 
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Bild 3 zeigt die Schwingungsfiguren einer gleich- 
seitig-dreieckigen Membran (Kantenlange 3,5 cm). 
Samtliche Bilder zeigen die zu erwartende dreizah- 
lige Symmetrie. Die Anregungsfrequenzen lagen 
zwischen 170 und 870 Hz. 

Die Schwingungsfiguren einer quadratischen Mem- 
bran (Seitenlange 4.cm) gibt Bild 4 wieder. Die An- 
regungsirequenzen lagen zwischen 570 und 2200 Hz. 
Alle Figuren zeigen eine vierzahlige Symmetrie. 


Bild 6. Schwingungsbilder einer sechseckigen Seifenmembran. 
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Bild 4e Ja8t erkennen, wie bei einer geringen Ver- 
stimmung der in Bild4d benutzten Anregungsfre- 
quenz die Schwingungslinien auseinanderlaufen. 

In Bild 5 sind Schwingungsbilder einer rechtecki- 
gen Seifenmembran wiedergegeben (Gro8e 3,5 cm 
x 1,75 cm). Die Aufnahmen a, c —f zeigen alle eine 
zweizahlige Symmetrie; diese fehlt bei der Aufnahme 
b, die dafur eine zur vertikalen Halbierungslinie des 
Rechtecks spiegelbildliche Symmetrie aufweist. 
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Besonders schone Schwingungsfiguren zeigt eine 
sechseckige Seifenmembran mit der Seitenlange 
2cm (Bild 6). Hier ist die sechszahlige Symmetrie 
bis in alle Einzelheiten ausgepragt. In welch merk- 
wirdiger Form die Linien der Schwingungsbauche 
dabei verlaufen konnen zeigen die Aufnahmen b 
und e. 

In Bild 7 sind noch je drei Schwingungsbilder 


einer  elliptischen Membran  (Achsenverhiltnis 


Bild 8. Schwingungsbilder einer Seifenmembran in Gestalt eines Geigenbodens. 


a tl ee 
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3,7 : 3 cm) sowie eines Kreisringes (Radienverhalt- 
nis 3:1 cm) wiedergegeben. Leider gelang es bei 
der elliptischen Membran bisher nicht, die nach 
der Theorie méglichen konfokalen Ellipsen und 
Hyperbeln fiir die Schwingungsbauche zu erhalten. 
Bild 7 d stellt die dritte Oberschwingung einer Kreis- 
ringmembran ohne Schwingungsdurchmesser dar. 
Die Aufnahmen e und f zeigen hohere Oberschwin- 
gungen mit radialen Schwingungslinien. Diese Figu- 
ren waren ebenso wie die analogen Figuren bei der 
Kreismembran (Bild 2d—f) schwer zu photogra- 
phieren, da sie bei starkerer Anregung zu rotieren 
begannen. 

DaB8 sich das hier beschriebene Verfahren auch 
auf praktische Probleme anwenden lat, soll zum 
Schlu8 Bild 8 zeigen. Hier hat die Seifenmembran 
die Form eines Geigenbodens? und es lassen sich, 
wie man aus den Aufnahmen a—f erkennt, die bei 


3 Herrn Professor Dr. M. Griirzmacuer, Braunschweig, 
bin ich fiir den Hinweis auf diese Anwendung dankbar. 


aes 


ACUSTICA 
Vol. 9 (1959) 


verschiedenen Frequenzen méglichen Schwingungs- 
formen eines Geigenbodens sichtbar machen und stu- 
dieren. Diese letzten Bilder sind nach einem inzwi- 
schen verbesserten Verfahren aufgenommen, bei dem 
die Seifenmembran auf der Unterseite der Scha- 
blone ausgespannt wurde. Dadurch tritt die Umran- 
dung der Membran deutlicher hervor, indem die ab- 
geschriigte Kante der Offnung einen schwarzen Rah- 
men um die eigentliche Membran bildet. 

(Eingegangen am 26, Januar 1959.) 
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INFORMATIONEN AUS DEM SCHWINGUNGSVERSUCH 
UBER DAS TECHNISCHE VERHALTEN VON KUNST- 
STOFFEN BEI KURZZEIT- (SCHLAG-) BEANSPRUCHUNGEN 


von L. Boun und H. Ozerstr 


Farbwerke Hoechst AG., Frankfurt (M) -Héchst 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Schwingungsversuche sind ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Kunststoffentwicklung und 
-priifung geworden, insbesondere, weil sie Einblick in molekulare Relaxationsprozesse der 
Hochpolymeren bei Kurzzeitbeanspruchungen gewdhren, von denen das technische Verhalten 
der Stoffe wesentlich abhanegt. 

Es wird gezeigt, wie aus gemessenen Temperaturkurven des dynamischen Elastizitats- 
moduls E£’ und des zugehérigen Verlustfaktors d mit der Frequenz als Parameter auf das 
Verhalten der Stoffe bei Schlagbeanspruchungen geschlossen werden kann (insbesondere im 
Schlagbiegeversuch). Messungen an Polypropylen und Polytrifluorchlorathylen bestatigen 
und veranschaulichen die Ergebnisse theoretischer Uberlegungen. 


Summary 


Vibration measurements have become increasingly important in the development and 
testing of plastics, especially since they yield information about molecular relaxation pro- 
cesses in high polymers which largely determine the behaviour of the plastics under short- 
time loading. ‘ 

It is shown in which way the measured curves of Young’s modulus and its loss factor vs. 
temperature for a series of frequencies allow conclusions to the behaviour of the substances 
under shock load (shock bending). Experimental results. obtained with polypropylene and 
polytrifluorchlorethylene agree with and illustrate the theoretical considerations. 


Sommaire 


Les essais de vibration sont un moyen important pour développer les matériaux de synthése 
et examiner leurs propriétés; ils permettent, en particulier, en utilisant des actions de courte 
durée, d’éclairer le probléme du phénoméne de relaxation moléculaire dans les haut-poly- 
méres, phénoméne dont le comportement technique de ces matiéres dépend particuliérement. 

On montre comment, a l’aide de la détermination expérimentale des courbes de tempéra- 
ture du module dynamique d’élasticité E’ et du module correspondant de dissipation d en 
fonction de la fréquence prise comme paramétre, on peut déduire le comportement des ma- 
tériaux soumis 4 des actions de courte durée (en particulier dans le cas d’essais de flexion 
infiniment courts). Des mesures relatif au Polypropyléne et Polytrifluorchloréthyléne établis- 


sent et yérifient les résultats des hypothéses théoriques. 


1. Einleitung 


Schwingungsmefverfahren haben im letzten Jahr- 
zehnt fiir die Kunststoff-Forschung und -Priifung 
zunehmend an Bedeutung gewonnen, und zwar in 
viel starkerem MaBe, als es allein die Anwendungen 
der Hochpolymeren bei periodischer Beanspruchung 
erwarten lieSen. Der Grund fiir diese Entwicklung 
ist darin zu sehen, daB8 der Schwingungsversuch 
tiefgehende Einblicke in das molekulare Geschehen 
vermittelt und damit Grundlagen fiir das Verstiand- 
nis des Verhaltens der Stoffe auch bei nichtperiodi- 
schen Beanspruchungen schafft. 


Die Eigenschaften der Hochpolymeren werden 
entscheidend durch molekulare Umlagerungspro- 
zesse beeinfluBt. Diese laufen bei der Einwirkung 
einer Kraft oder auch eines elektrischen Feldes auf 


den Stoff in endlichen Zeiten ab und haben eine 
Zeitabhangigkeit oder bei schwingender Beanspru- 
chung eine Frequenzabhangigkeit der Stoffkenn- 
werte, insbesondere der elastischen Moduln und der 
zugehorigen Dampfungskonstanten, zur Folge. Da 
die Umlagerungszeiten tiber sehr groBe Zeitbereiche 
verteilt sind, machen sich die molekularen Prozesse 
sowohl bei Kurzzeit- als auch bei Langzeitbeanspru- 
chungen bemerkbar. 

In das Langzeitverhalten der Hochpolymeren ge- 
wahren Versuche wie der Spannungsrelaxations- 
versuch oder das Kriechexperiment Einblick. Im 
letztgenannten wird die Deformation einer Mef- 
probe unter Einwirkung einer konstanten Kraft in 
Abhangigkeit von der Zeit nach dem Einschalten 
der Kraft beobachtet, im Spannungsrelaxations- 
versuch der Spannungsverlauf in der Probe mit der 
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Zeit nach ruckartig einsetzender und dann konstant 
gehaltener Dehnung. Uber das molekulare Verhal- 
ten bei Kurzzeitbeanspruchungen, z.B. bei Einwir- 
kung kurzer Kraftimpulse mit Dauern von Bruch- 
teilen einer Sekunde, konnen diese Versuche unmit- 
telbar keine Aussagen liefern. An ihre Stelle tritt 
der Schwingungsversuch als ,,Kurzzeitexperiment“. 

Im folgenden wird an Hand von Mefergebnissen 
gezeigt, welche Voraussagen die Ergebnisse von 
Schwingunesversuchen fiir das Verhalten hochpoly- 
merer Stoffe bei Schlagbeanspruchungen erlauben. 
Praktisch interessiert bei dieser Beanspruchungsart 
das Bruchverhalten; eine moglichst hohe ,,Schlag- 
zahigkeit“ (vgl. Abschnitte 2.2 und 3) ist erwiinscht. 

Ob es beim Schlag zum Bruch kommt, hangt nicht 
allein von den molekularen Umlagerungsprozessen 
ab, die man im Schwingungsversuch bei kleinen 
Amplituden, also im Bereich linearer Zusammen- 
hange zwischen Spannungen und Deformationen, 
untersucht. Von gleich groBer Bedeutung sind die 
Vorgange der Ri®keimbildung und Rifausbreitung, 
die ebenfalls in endlichen Zeiten ablaufen. Bei ihnen 
handelt es sich um Voreange im nichtlinearen Be- 
reich, die mit den tiblichen Schwingungsversuchen 
nicht erfaBt werden konnen. 


Trotzdem erlaubt das Schwingunesexneriment 
weitgehende: Voraussagen fiir das Verhalten der 
Hochnolymeren bei Schlagheanspruchungen; denn 
es gibt Auskunft tiber den Abbau innerer Spannun- 
gen wahrend der Schlacdeformation auf Grund der 
molekularen Prozesse. Wenn diese gentigend schnell 
ablaufen, kommt es beim Schlag nicht zu dem fir 
den Ri® erforderlichen Aufbau einer hohen inneren 
Spannung, und die Versuchsprobe bricht nicht. Die 
molekulare Beweelichkeit hanet nun sehr stark von 
der Temneratur ab, und es wird im folgenden ge- 
zeict, daB der Schwingungsversuch eine verhiltnis- 
mafic scharfe Bestimmung der Temperaturgrenze 
erlaubt, unterhalb welcher mit Sprodbruch gerechnet 
werden mu. Die Voraussagen aus diesem Experi- 
ment werden dabei mit Hilfe der Ergebnisse von 
Schlaghiegeversuchen geprift. Als Priifmaterialien 
dienen zwei im gegebenen Zusammenhane besonders 
interessante hochnolymere Stoffe, namlich Polypro- 
pylen und Polytrifluorchlorathylen. 


2. Physikalische Grundlagen 


2.1. Mechanische Relaxationsspektren und mechani- 
sche Spektrometrie 


Wenn man im Spannungsrelaxationsversuch (vel. 
Abschnitt 1) eine stabformige Me®probe zur Zeit 
t=O ruckartig dehnt und die Dehnung dann kon- 
stant halt, so klingt die Spannung o(t) in der Probe 
von ihrem Anfangswert fir ¢=0 auf Grund der 
molekularen Relaxationsprozesse mehr oder weniger 
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schnell ab. An diesen Umlagerungen kénnen ver- 
schiedene molekulare Mechanismen beteiligt sein [1]. 


Am augenfalligsten treten die Relaxationsvor- 
gange der Hauptkettensegmente der hochpolymeren 
Molekiile itberwiegend amorpher Stoffe im mechani- 
schen Verhalten in Erscheinung, und zwar im Tem- 
peraturbereich oberhalb. der sogenannten Einfrier- 
temperatur, bei der der Stoff mit wachsender Tem- 
peratur aus dem glasartig harten in den viskoelasti- 
schen Zustand ubergeht. Diese Prozesse sollen hier 
zunachst allein betrachtet werden. Die Hanntketten 
werden im Ubergangsbereich oberhalb der Einfrier- 
temperatur voll beweglich und kénnen Umlagerun- 
gen in Mikrobezirken ausfiihren. Als Folge gehen 
im Spannungsrelaxationsversuch die Spannungs- 
werte o(¢) um mehrere Zehnerpotenzen herunter. 


Wenn (bei gegebener Temperatur) die Umlace- 
rungsprozesse alle gleich schnell verliefen, so wtirde 
o(t) exponentiell mit einer scharf definierten Zeit- 
konstante t, der Relaxationszeit, abnehmen. Tatsach- 
lich sind jedoch die Relaxationszeiten tber grofe 
Zeitbereiche ,,verschmiert“, auch diejenigen einheit- 
licher Mechanismen wie der Hauptkettensegmente. 


~Jede Art von Mechanismen hat also ein sogenanntes 


Relaxationszeiten- oder kurz Relaxationsspektrum. _ 
Dabei gibt es Schwerpunktsbereiche von t; die Me- 
chanismen mit Zeiten t eines solchen Bereiches lei- 
sten besonders grofie Beitrage zum Abfall der Span- 
nung. Als Folge dieser Verteilung biegt o(t) mit 
wachsender Zeit (bei logarithmischer Zeitskala) 
nach anfanglich flacherem Verlauf bei den Zeiten 7, 
die denen des Schwerpunktsbereiches von t entspre- 
chen, in einen steileren Abfall um und geht dann 
wieder in einen flacheren Verlauf tiber. 


Die analoge Erscheinung bei schwineender Be-. 
anspruchung ist die bekannte elastische Dispersion, 
d.h. der starke Anstiez eines dynamischen Moduls, 
z.B. des dynamischen Elastizitatsmoduls, mit wach- 
sender Frequenz f bei gezebener Temperatur in dem 
Frequenzbereich, in dem die reziproken Kreisfre- 
quenzen 1/m (@=2af) mit den Relaxationszeiten 
t des Schwerpunktsbereiches zusammenfallen (siehe 
dazu unten und Bild 1). Im _ Dispersionsgebiet 
durchlauft der zum dynamischen Modul gehdrende 
Verlustfaktor als Ma fiir die innere Dampfung ein 
breites Maximum, mit einem Héchstwert von der 
Gré8enordnung eins im Fall der betrachteten Rela- 
xationen der Hauptkettensegmente amorpher Stoffe. 


Neben diesen Relaxationsmechanismen treten bei 
den Hochpolymeren verschiedenartige Sekundar- 
mechanismen auf. Bei den tberwiegend amorphen 
Stoffen kann es sich dabei um Seitenketten der hoch- 
polymeren Molekiile handeln oder aber auch um Me- 
chanismen in den Hauptketten. Schon bei Tempera- 
turen, bei denen die Hauptketten noch gréBtenteils 
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eingefroren sind, konnen Sekundarmechanismen be- 
weglich werden. 

Noch wesentlich unitbersichtlicher sind die Ver- 
haltnisse bei den teilkristallinen Hochpolymeren, zu 
denen die hier als Stoffbeispiele gewahlten Materia- 
lien gehoren. Neben den Relaxationsprozessen in 
den amorphen Bereichen treten nun weitere in den 
kristallinen auf. Bei grofem kristallinem Anteil ist 
die zur Relaxation der. Hauptkettensegmente der 
amorphen Bezirke gehorende Dispersionsstufe des 
dynamischen Elastizitatsmoduls (Anstieg des Moduls 
mit der Frequenz; vgl. Bild 1) kleiner und das zu- 
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gehorige Dampfungsmaximum ist weniger hoch als 
beim amorphen Stoff. 

Zu jedem der verschiedenen Relaxationsmechanis- 
men gehort, wie erwahnt, ein Relaxationsspektrum. 
Als Folge der mit zunehmender Temperatur gro8er 
werdenden Beweglichkeit der Mechanismen  ver- 
lagern sich die Spektren im allgemeinen nach kiirze- 
ren Zeiten, und zwar bei den verschiedenen Arten 
der Mechanismen in verschieden starkem Mafe. Alle 
Einzelspektren eines Stoffes uberlagern sich zum Ge- 
samtspektrum, das sich also mit der Temperatur 
unter Anderung der relativen Lage der Schwer- 


H(1nv) 


+ log t/7; 
0) a2 


(ee Se ee 


log wt —> 


log wt, — 


Bild 1. Dynamischer Elastizitatsmodul E’, Verlustmodul E” und Verlustfaktor d in Ab- 


hangigkeit von der Kreisfrequenz w; 


linke Seite: eines hypothetischen Stoffes mit scharf definierter Relaxationszeit 7; 
Ey und En Grenzwerte von E’ bei tiefen und bei hohen Frequenzen; 

rechte Seite: eines Polyesters mit der Verteilungsfunktion H(Int) (Relaxations- 
spektrum) ; ts die Schwerpunktszeit des Relaxationsspektrums (hier definiert 
als Relaxationszeit des Maximums yon H (In 7) ) 


(nach G. W. Bucxer [3]). 


20 : 2000 
wel@|) | we /K wten'| @) 

16 4 1600 
' 12 4 ie 
8 4 9 cof eee, 
5 
= N 

4 Nt 400 

SS 
at ENS 0 


Deiicae Oren 10 = 0° 
Relaxationszeit 7” — 


10% 
5 ms 


Bild 2. (a) Relaxationsspektrum H (Int) von Polypropylen in Abhangigkeit yon der 
Relaxationszeit t fiir zwei Temperaturen (nach [2]). 

(b) Schlagbiegeversuch. Anwachsen der Spannung o an der Stelle stirkster Deh- 
nung des Probestabes bei konstanter Dehnungsgeschwindigkeit é=20s~! 
in Abhangigkeit yon der Dehnung « oder der Beanspruchungszeit t; einge- 
tragene Punkte berechnet fiir zwei Temperaturen mit Hilfe des Relaxations- 
spektrums von Polypropylen nach (a). 
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punktsbereiche zueinander nach kiirzeren Zeiten ver- 
schiebt. Beim Polypropylen, dessen Spektrum bei 
den folgenden Betrachtungen als Beispiel herangezo- 
gen wird (Bild 2a), treten zwei Relaxationsmecha- 
nismen im Spektrum besonders hervor, die Haupt- 
kettensegmente in den amorphen Bereichen und be- 
stimmte, zu den Moduln schwacher beitragende Me- 
chanismen mit langeren Relaxationszeiten in den 
kristallinen Bereichen [2]. 

Mathematisch wird das Gesamtspektrum meist als 
Verteilungsfunktion H (Int) dargestellt [1]. Im 
Spannungsrelaxationsversuch gibt 


H (Int) d(Int) e~“ 


den Beitrag an, den die molekularen Mechanismen 
mit Relaxationszeiten im Intervall 


Intv...Int+d(Int) 


zum sogenannten Relaxationsmodul E(t) =o(t)/#, 
zur Zeit t leisten; &) ist die konstant gehaltene Deh- 
nung, die geniigend klein zu wahlen ist. Der Ge- 
samtwert des Moduls zur Zeit ¢ ergibt sich durch 
Integration tiber Int von — co bis +0. 

Die Verteilungsfunktion H (Int) beherrscht auch 
den komplexen Elastizitatsmodul E*=E’+jE”., 
den man im Schwineungsversuch in Abhancickeit 
von der Frequenz f bestimmt (vel. Abschnitt 3), und 
seine Komponenten, den Realteil E’(w), der als 
dynamischer Elastizitatsmodul bezeichnet wird, und 
den Imaginiarteil E’’(w), den sogenannten Verlust- 
modul. In analoger Weise wie den Relaxations- 
modul kann man mit Hilfe von H(Int) E’(w) und 
E’’(m) berechnen und damit auch den Verlustfaktor 
C= | Ee 

Das Gesamtsnektrum hat mehr oder weniger hohe 
und breite Maxima bei den Schwernunkten der 
Spektren der einzelnen Mechanismen (Bild 2a). In 
der Transformationstheorie. die Naherunesverfah- 
ren zur Berechnung der Verteilungsfunktion aus 
den in endlichen Frequenzbereichen gemessenen 
Modulkomnonenten E’(w) und EF’ (@) angibt. wird 
gezeigt. daB bei langsamen Anderungen von E’ und 
E” mit @, wie sie praktisch meist vorliecen. 
H(1In1/@)|1;1=1 in brauchbarer Naherung E”() 
proportional ist. 

Die Schwerpunktsbereiche des Gesamtrelaxations- 
snektrums treten also unmittelbar als Maxima von 
E(w) in Erscheinung. Die Maxima der Frequenz- 
kurve des Verlustfaktors d=E”/E’ sind demeegen- 
iiber, weil E’ im Bereich der Maxima von E” an- 
steigt, nach tieferen Frequenzen verschoben, und 
zwar praktisch um etwa zwei Zehnernotenzen der 
Freauenz [2], [3]. Bild 1 veranschaulicht diese Zu- 
sammenhange fir einen hvpothetischen Stoff mit 
einer einzigen scharf definierten Relaxationszeit 7 
und den Grenzwerten des dynamischen Elastizitats- 
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moduls E£, bei tiefen und E,, bei hohen Frequenzen 
(die Dispersionsstufe zwischen Ey und F.,) und fer- 
ner einen Polyester, einen amorphen, vernetzten 
Stoff, bei dem die Segmente der Molekilhauptketten 
als Relaxationsmechanismen dominieren. Fiir die zu 
anderen Mechanismen gehorenden Schwerpunkts- 
bereiche des Spektrums gelten ahnliche Beziehungen. 

Die Relaxationsspektren der Hochpolymeren bei 
gegebener Temperatur erstrecken sich tiber viele 
Zehnerpotenzen der Zeit, und es ist schwierig, sie 
experimentell zu bestimmen. FEinen zusammen- 
gedrangten Uberblick iiber die verschiedenen Rela- 
xationsmechanismen gewinnt man aus den Tempera- 
turkurven der Dampfung bei fester Frequenz. 

Die verschiedenen molekularen Relaxationspro- 
zesse auBern sich in mehr oder weniger hohen und 
scharfen Maxima des iiber der Temperatur als un- 
abhangiger Veranderlicher bei gegebener Frequenz 
aufgetragenen Verlustfaktors und gleichzeitig in 
einem Abfall des Moduls mit zunehmender Tempe- 
ratur in mehr oder weniger ausgepragten Stufen 
(Temperaturdispersion) bei den Temperaturen der 
Dampfungsmaxima. Besonders hohe Maxima und 
einen steilen Abfall der Moduln iiber mehrere Zehner- 
potenzen von E£’ erhalt man bei den zu den Haupt- 
kettenrelaxationen amorpher Stoffe gehorenden Dis- 
persionsstufen oberhalb der Einfriertemperatur (vel. 
die entsprechenden Gegebenheiten in den Zeit- und 
Frequenzkurven) . 

Bei den hier als Beispiele herangezogenen kristal- 
linen Stoffen, deren Temperaturkurven im Ab- 
schnitt 4 diskutiert werden (Bilder 3 und 4), sind 
die Stufen der E’-Kurven zum Teil verwaschen; 
wohl aber sind die verschiedenen Relaxationsmecha- 
nismen an Hand der Maxima der Dampfungskurven 
klar zu tibersehen, Die Analyse des molekularen Ver- 
haltens der Hochpolymeren an Hand solcher Maxima 
in einem groBen Temperaturbereich, der alle inter- 
essierenden Teilgebiete des festen Zustandes umfaBt, 
hat sich ganz allgemein als Hilfsmittel der Forschung 
in der Physik der Hochpolymeren bewahrt; es hat 
sich fiir sie die Bezeichnung ,,mechanische Spektro- 
metrie“ eingebiirgert. Im Abschnitt 2.2 wird gezeist, 
wie man mit ihrer Hilfe Aussagen tiber das Ver- 
halten der Hochpolymeren bei Schlagbeanspruchun- 
gen gewinnt. 


2.2. Der Abbau innerer Spannungen bei Schlag- 
deformationen durch molekulare Relaxations- 
prozesse 


Beim genormten Schlagbiegeversuch (DIN 53 453) 
trifft ein Pendel-Schlaghammer etwa mit der Ge- 
schwindigkeit 3 m/s auf einen gegen zwei Wider- 
lager abgestiitzten Priifstab von 4 mm Dicke, welcher 
bei annahernd konstanter Deformationsgeschwindig- 
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keit bis zum Bruch belastet oder ohne Bruch zwi- 
schen den Widerlagern hindurchgedriickt wird (siehe 
dazu Abschnitt 3). Durch den Schlag angereste 
Wellenbewesungen im Priifkornver konnen bei den 
folgenden Uberlegungen aufer Betracht bleiben. 


Beanspruchungen von 1 s Dauer und mehr sowie 
solche von 107° s und kiirzerer Dauer, wie sie beim 
Beschu® eines festen Korpers auftreten, wird man 
nicht mehr als Schlagbeanspruchung im technischen 
Sinne ansehen. Daher ist der Schlacbieveversuch so 
eingerichtet, da®B Schlaedauern von 10-3 bis 10? s 
erfaBt werden. Fir den Fall, da® kein Bruch eintritt, 
wird der Priifling nach etwa 3 bis 5 ms bei einer 
maximalen Dehnung von etwa 10% in der am stark- 
sten gedehnten ,.Faser“ an der dem Schlashammer 
abgzewandten Seite zwischen den Widerlagern hin- 
durchgedriickt. 

Das Anwachsen der Spannung o im Priifling mit 
zunehmender Dehnung « bzw. Zeit t bei konstant an- 
genommener Dehngeschwindickeit ¢. das sich nur 
schwer direkt messen Jat, kann, z. B. im Fall einer 
einfachen Langsdehnung, aus dem vorliegenden Re- 
laxationsspektrum berechnet werden [4]: 


+00 
o(t)/é= fH (Int)tx 


x [1—exp(—#/r)] d(Inz) (1) 


Von den Modifikationen durch Nichtlinearitaten bei 
groBeren Dehnungen wird dabei abgesehen. 


mit t=¢/é. 


Bild 2a zeigt die Relaxationsspektren des Poly- 
propylens fiir 1° C und 22,5°C [2] (H (Int) hier 
in linearer Darstellung; die gestrichelten Teile sind 
willktirlich erganzt worden) und Bild 2b die daraus 
berechneten Spannungen in Abhangigkeit von der 
Zeit t oder der Dehnung «. Die Deformations- 
geschwindigkeit é = 20 s~! entspricht dabei etwa der- 
jenigen in der am starksten gedehnten ,,Faser“ des 
Biegestabs beim genormten Schlagversuch, in der im 
allgemeinen der Bruch einsetzt, so da der dort vor- 
liegende Spannungszustand mit dem fiir den Zug- 
versuch berechneten vergleichbar sein diirfte. Da 
nach den Mefkergebnissen, die in Abschnitt 4 behan- 
delt werden, beim Schlagbiegeversuch fiir 1° C mit 
einem Bruch zu rechnen ist, wahrend fiir 22,5° C 
der Stab ohne Bruch durchgedriickt wird, mu8 nach 
dieser Abschatzung bei @=20s~! eine Bruchspan- 
nung von mindestens etwa 800 kp/cm? angenom- 
men werden (vgl. Bild 2b; siehe dazu auch Ab- 
schnitt 4). 


Der mit der Schlagdeformation zunehmenden 
Spannung wirkt der Spannungsabbau durch moleku- 
lare Relaxationsprozesse entgegen, zu dem alle Me- 
chanismen beitragen kénnen, die bei der MeBtempe- 
ratur schon weitgehend ,,aufgetaut“, d. h. beweglich 
sind. Der flachere Verlauf der Zug-Dehnungs-Kurve 
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fiir 22.5°C gegeniiber der fiir 1°C ist darauf zu- 
ruckzuftithren, dafS sich der Stoff bei der hoheren 
Temperatur in den amorphen Bezirken schon im so- 
genannten viskoelastischen Zustandsbereich befindet, 
der durch die hohe Beweglichkeit der Relaxations- 
mechanismen gekennzeichnet ist, wahrend er bei 1°C 
noch weitgehend ,,eingefroren“ ist (vgl. Bild 2a). 
Wenn (unter den speziellen Bedineungen des ge- 
normten Schlagbiegeversuchs) ein Bruch verhindert 
werden soll, muf$ die Mehrzahl der Umlagerunecen 
in Zeiten von der GroBenordnung | ms und kiirzer 
ablaufen, d.h. der Schwerpunkt des Relaxations- 
spektrums sollte bei | ms oder noch kiirzeren Zeiten 
liegen. 


Mit Hilfe dieser Vorstellune Jat sich an Hand 
des Verlaufs des mechanischen Verlustfaktors d mit 
der Temperatur auch ohne die zeitraubende Berech- 
nung von Relaxationssnektren und Zue-Dehnungs- 
Diacrammen ein Uberblick iiber die Temperatur- 
bereiche des ,.zahen“ oder ,,sproden“ Schlagverhal- 
tens von Kunststoffen gewinnen. 


Nach Abschnitt 2.1 (Bild 1) entsvricht einem 
Schwerpunkt der spektralen Verteilunesfunktion 
H (Int) bei t:=1 ms ein Maximum von E”(@) bei 
w =1/t,=10? s~! und ein Maximum des Verlust- 
faktors d bei einer um etwa zwei Zehnerpotenzen 
niedrigeren Frequenz, also bei 1 bis 10 Hz. Durch 
ein Maximum von d fiir eine MeBfrequenz von 10 Hz 
kann man einen relativ engen Temperaturbereich um 
eine Mitteltemperatur 7, definieren. in dem Relaxa- 
tionsmechanismen mit zunehmender Temperatur be- 
weslich genug werden, um einen Snannungsabbau 
wahrend eines Schlages bewirken zu konnen (schnelle 
Abnahme von t, mit wachsender Temperatur; vel. 
Bild 2a). Unterhalb 7, frieren diese Mechanismen 
ein und die Schwerpnunktszeit t, des Spektrums ver- 
lagert sich mit abnehmender Temperatur zu so lan- 
gen Zeiten, da beim Schlag kein wirksamer Snan- 
nungsabbau durch die Mechanismen mehr moglich 
ist und mit Sprodverhalten gerechnet werden muf. 


Wie weit ein molekularer Mechanismus die Schlag- 
zahigkeit verbessern kann, hanet davon ab, wie stark 
er zur Verteilungsfunktion H (Int) beitragt. Die Re- 
laxationen der Hauptkettensegmente iiberwiegend 
amorpher Stoffe beispielsweise konnen innere Span- 
nungen so schnell und stark abbauen, da mit 
Sicherheit bei der Temperatur des hohen 10-Hz- 
Dampfungsmaximums im Ubergangsbereich ober- 
halb der Einfriertemperatur volle Schlagzihigkeit 
erreicht wird. Doch auch Sekundarmechanismen kon- 
nen die Flexibilitat schon unterhalb der Einfrier- 
temperatur der amorphen Bereiche, oberhalb welcher 
die Hauptkettensegmente voll beweglich werden, so 
weit erhohen, dafS§ es in ihrem Auftaubereich beim 
Schlag nicht mehr zum Bruch der Probe kommt. 
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Einer der hier untersuchten Stoffe ist ein Beispiel 
fiir dieses Verhalten (Abschnitt 4). 

Der Definition der Mitteltemperatur eines Ver- 
sprodungsbereiches, wie sie hier gewahlt wurde, 
haftet eine gewisse Willkir an. Diese ist jedoch nicht 
groRer als die der Wahl der Versuchsbedingungen 
beim Schlagbiegeversuch, an die, wie gezeigt wurde, 
die Definition der Mitteltemperatur angepaBt ist. T, 
gilt fir ,,znormale“ Schlagbeanspruchungen von eini- 
gen ms Dauer. Bei kiirzeren Schlagdauern verschiebt 
sich T,, (Bezugsfrequenz >10Hz) nach hoheren, 
bei langeren Schlagdauern nach tieferen Tempera- 
turen (Bezugsfrequenz <10Hz) (siehe dazu auch 
Abschnitt 4). 
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40%, beim Polytrifluorchlorathylen um Hostaflon C * 
mit der Dichte @ = 2,11 g/cm® und einer Kristallini- 
tat von etwa 50%. Fiir die experimentellen Unter- 
suchungen wurden stabformige Probekérper aus 3 
bis 5 mm dicken Prefplatten aus diesen Materialien 
geschnitten. 

Mit der Biegewellenmethode [3] wurden der dy- 
namische Elastizitatsmodul £’ und der zugehérige 
Verlustfaktor d an einseitig eingespannten Staben 
mit freien Langen von 12 bis 28cm, der Breite 
0,8 cm und mit Dicken (in Schwingungsrichtung ge- 
sehen) von 0,3 bis 0,5 em gemessen. Die Stabe wer- 
den bei diesem Verfahren am freien Ende elektro- 
magnetisch zu Schwingungen in Resonanz erregt; in 
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Bild 3. Dynamischer Elastizitatsmodul E’ und Verlustfaktor d fiir 10, 100 und 1000 Hz 


und Schlagzahigkeit a, von 


(a) Polypropylen (Hostalen PPH) und 
(b) Polytrifluorchlorathylen (Hostaflon C) in Abhangigkeit von der Tem- 


peratur ; 


Tm Mitteltemperatur des Versprédungsbereiches (Temperatur des d-Maxi- 


mums fiir 10 Hz). 


3. Material, MeBverfahren und MeBergebnisse 
Bei dem als Priifmaterial benutzten Polypropylen 


handelt es sich um Hostalen PPH! mit der Dichte 
o=0,87 g/cm® und einer Kristallinitét von 35 bis 


der Nahe der Einspannstelle wird die Schwingungs- 
weite ebenfalls elektromagnetisch mit den tiblichen 
elektronischen Hilfsmitteln gemessen. Aus den Strei- 


1 Eingetragenes Warenzeichen der Farbwerke Hoechst 
AG. 
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0,20 pestle: eae 7 | 
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Tei Tr 
Temperatur ——> 
Bild 4. Verlustfaktor d (in linearer Darstellung) in Abhangigkeit von der Temperatur fiir 
verschiedene Frequenzen als. Parameter 
(a) von Polypropylen (Hostalen PPH), 
(b) von Polytrifluorchlorathylen (Hostaflon C). 
fenabmessungen und den Mefiwerten der Resonanz- Darstellung) fur die Frequenzen 10, 100. und 


frequenzen und der Halbwertsbreiten der Resonanz- 
kurven werden E’ und d berechnet. Der MeBbereich 
erstreckte sich bei den vorliegenden Untersuchungen 
von etwa 10 bis oberhalb 1000 Hz und von — 90° 
bis etwa +100° C. 


Im Schlagbiegeversuch, der im Grundsatzlichen 
schon beschrieben wurde (Abschnitt 2.2), dienten 
sogenannte ,,Norm-Kleinstabe“ gemaB Norm 
DIN 53453 von 5cm Lange, 0,6cm Breite und 
0,4 cm Dicke (in Schlagrichtung) als Probekorper. 
Das benutzte Schlagwerk entspricht ebenfalls der 
Norm. Der Abstand der beiden Widerlager, an denen 
der Prifstab anliegt, betragt 4cm. Die Pendel- 
hammerschneide trifft in der Mitte zwischen den 
Widerlagern mit der Geschwindigkeit 2,9 m/s uber 
die ganze Breite der Probe auf deren Mitte in Langs- 
richtung. Gemessen wird im Fall des Bruches der 
Probe die Schlagzahigkeit a, , die definiert ist als die 
vom Probekorper verbrauchte Schlagarbeit, bezogen 
auf den Querschnitt des Probekérpers vor dem Ver- 
such. Der MeBbereich erstreckte sich von —70° C 
aufwarts bis zu den Temperaturen, bei denen die 
Proben nicht mehr brechen. 


In den Bildern 3 und 4 sind die Mefergebnisse in 
der fiir die Diskussion zweckmaBigen Weise zusam- 
mengestellt. Bild 3a und b zeigt fiir Polypropylen 
und Polytrifluorchlorathylen in Abhangigkeit von 
der Temperatur den dynamischen Elastizitaétsmodul 
E’ und den Verlustfaktor d (beide in logarithmischer 


1000 Hz und ferner die Schlagzahigkeit a,. In 
Bild 4.a und b sind die Verlustfaktoren beider Stoffe 
noch einmal in linearer Darstellung ftir,eine groBere 
Zahl von Frequenzen wiedergegeben; Nebenmaxima 
von d treten dabei deutlicher hervor. 


_ Me8punkte sind in den Bildern mit Riicksicht auf die 

Ubersichtlichkeit der Darstellung nicht eingetragen. Die 
Temperaturkurven von E’ und d sind als Schnitte bei 
den angegebenen Frequenzen den gemessenen Frequenz- 
kurvenscharen yon E’ und d mit der Temperatur als 
Parameter entnommen; die MeBwerte E’ streuen um die 
Frequenzkurven fiir gegebene Temperaturen innerhalb 
der Fehlergrenzen von etwa +5%, die MeBwerte d 
innerhalb der Fehlergrenzen yon etwa + 10% der 
Kurvenwerte. 


Die Schlagzahigkeit a, wurde im Mefbereich in Ab- 
stinden von 10° C gemessen, und zwar wurde bei jeder 
MeStemperatur gema8 der Norm als MeSwert an der 
arithmetische Mittelwert iiber fiinf Proben bestimmt. 
Die Einzelwerte streuen innerhalb der Fehlergrenzen 
yon etwa +30% der Mittelwerte um diese; im Bereich 
des steilen Anstiegs von a, mit der Temperatur werden 
die Streuungen gré8er. Durch die Mefpunkte ay tiber 
der Temperatur wurden die in Bild 3 eingetragenen 
glatten Kurven gelegt; die Abweichungen der einzelnen 
MeSpunkte von den zugehérigen Kurvenpunkten sind 
dem Betrage nach kleiner als 10% der Kurvenwerte. 


4. Diskussion der MeBergebnisse 


Bild 3 bestatigt und veranschaulicht die Ergeb- 
nisse der Uberlegungen des Abschnittes 2; bei bei- 
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den Stoffen steigt dicht unterhalb der Temperatur 
T» des Verlustfaktormaximums fiir 10 Hz die Schlag- 
zahigkeit steil an, und oberhalb 7,, brechen die 
Probestabe beim Schlag nicht mehr. 


Die untersuchten Stoffe verhalten sich insofern 
ahnlich, als bei beiden nahe bei 0° C molekulare 
Mechanismen beweglich werden; der darauf be- 
ruhende Abfall von E’ im Dispersionsgebiet des Mo- 
duls beginnt bei beiden Stoffen bei den hohen £’- 
Werten des glasartigen (eingefrorenen) Zustandes, 
und die zugehorigen Dampfungsmaxima haben nahe- 
zu gleiche Hohe. Ein Unterschied zwischen den Stof- 
fen fallt jedoch auf. Beim Polypropylen ist der Ab- 
fall von E’ verhaltnisma8ig steil und das Dampfungs- 
maximum schmal, und demgema8 setzt auch der An- 
stieg von a, nahe bei 7,, steil ein. Beim Polytrifluor- 
chlorathylen dagegen erstreckt sich der Abfall von 
E’ iiber einen breiten Temperaturbereich, das Maxi- 
mum von d ist breit ,,verschmiert“, und die Schlag- 
zahigkeit steigt weniger steil an. é 


Im Fall des Polypropylens handelt es sich bei den 
molekularen Mechanismen, die in der Umgebung 
von 0° C beweglich werden, um die Segmente der 
Molekiilketten in den amorphen Bereichen; ein wei- 
teres starker hervortretendes Dispersionsgebiet in 
den kristallinen Bereichen liegt erst oberhalb 100° C 
[2]. Nach Bild 4a treten beim untersuchten Material 
noch schwache Nebenmaxima auf, deren Ursache 
nicht bekannt ist. Da sie erst oberhalb des Auftau- 
bereiches der Hauptketten beweglich werden, inter- 
essieren sie im Hinblick auf die Schlagzahigkeit 
nicht. 


Der steile Anstieg der Schlagzihigkeit a, liegt 
beim Polypropylen schon 10° C unterhalb 7,,. Wenn 
man den Probestab gemaf der Norm (DIN 53 453) 
mit einer Kerbe versieht, erhalt man qualitativ einen 
ahnlichen Verlauf fiir die ,,Kerbschlagzahigkeit“ a, 
wie fiir die Schlagzahigkeit a, , doch setzt der steile 
Anstieg von a, erst 10 bis 20° C oberhalb 7,, ein. 
Bei groBeren Schlaggeschwindigkeiten (Geschwindig- 
keit des Pendelhammers) verschiebt sich der Steil- 
anstieg nach hoheren, bei kleineren Geschwindig- 
keiten nach tieferen Temperaturen. Man wird danach 
T,, als Mitteltemperatur eines verhaltnismaBig 
schmalen Temperaturbereiches ansehen kénnen, in 
dem bei den technisch und praktisch interessierenden 
Schlaggeschwindigkeiten mit zunehmender Tempera- 
tur die Schlagziahigkeit ansteigt, oder mit abnehmen- 
der Temperatur das Material mehr oder weniger 
stark ,,versprodet“. Die Breite dieses Intervalls ist 
beim Polypropylen mit etwa + 20°C um 7,,=10°C 
anzunehmen, 


Beim Polytrifluorchlorathylen sind die verschie- 
denen molekularen Relaxationsmechanismen wesent- 
lich schwerer zu iibersehen. Die volle Beweglichkeit 
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der Hauptketten in den amorphen Bereichen wird 
bei diesem Stoff erst oberhalb 100° C erreicht [5]; 
doch sind in den amorphen Bereichen noch Sekundar- 
mechanismen vorhanden, deren Relaxationsprozesse 
zur elastischen Dispersion schon bei 7, ~ 0° C fih- 
ren. Obwohl diese Prozesse nur eine ,,Teilerwei- 
chung“ zur Folge haben, bewirken sie schon eine 
voll befriedigende Schlagzihigkeit (kein Bruch der 
Probe im Schlagbiegeversuch). Wie insbesondere 
Bild 4b klar ausweist, sind neben diesem Sekundar- 
mechanismus beim vorliegenden Material noch wei- 
tere wirksam, die sich deutlich in den Nebenmaxima- 
der Verlustfaktorkurvenscharen dufern. Ihre Art ist 
nicht bekannt; doch geniigt es hier, zu wissen, daf 
sie vorhanden sind. Sie bewirken insbesondere eine 
starke Verbreiterung und eine technisch giinstige 
Verschiebung des Maximums der d-Kurve fiir 10 Hz 
in Richtung tieferer Temperaturen und die entspre- 
chende ,,Verschmierung“ und Verlagerung des 
Schwerpunktsbereiches des zugehérigen Maximums 
im Relaxationsspektrum, Der Spannungsabbau durch 
diese Mechanismen im Schlagversuch wird schon weit 
unterhalb 7, merklich, und der flachere Anstieg der 
Schlagzihigkeit mit der Temperatur ist die Folge 
(vgl. Bild 3a und b). 


Diese zusatzlichen Nebenmaxima der d-Kurven 
haben auch groBere Absténde der Hochstwerte der 
Kurven fiir verschiedene Frequenzen als beim Poly- 
propylen zur Folge (vgl. Bild 4a und b), und ent- 
sprechend ist beim Polytrifluorchlorathylen das Ver- 
sprodungsintervall um die Mitteltemperatur 7, fiir 
verschiedene Schlagdauern etwas breiter als beim 
Polypropylen anzunehmen. 


Die Verbesserung der Schlageigenschaften eines 
hochpolymeren Stoffes beim Ubergang (mit zuneh- 
mender Temperatur) aus dem glasartig harten Zu- 
stand, in dem noch alle molekularen Mechanismen 
eingefroren sind und die dynamischen Moduln in 
der Regel Werte E’ ~ 5-101° dyn/cm? aufweisen 
(vgl. Bild 3), in einem Zustand erhéhter Flexibilitat 
bei einer in der angegebenen Weise definierten Tem- 
peratur 7,, ist mit einem Absinken des Moduls E 
(,, lemperaturdispersionsgebiet“) in der Umgebung 
von 7’, verbunden, und es ist die Frage, wie stark 
der Modul vermindert werden mu, damit im 
Schlagbiegeversuch die Probe nicht mehr bricht. Zur 
Klarung dieses Zusammenhanges ist zunachst abzu- 
schatzen, wie der Anstieg der Spannung o im Probe- 
stab mit der Dehnung « beim Schlag (vgl. Bild 2 b) 


und der Modul £’ zusammenhangen. 


Gl. (1) gab an, wie o von der Verteilungsfunktion 
H (Int) abhangt, die auch den Wert von £’ bei ge- 
gebener Frequenz bestimmt. Der Anstieg von o mit 
der Dehnung ¢=é-t bei konstanter Dehngeschwin- 
digkeit é ist nach Gl. (1) (siehe auch [4]) 
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Der dynamische Modul £’ bestimmt also den Ver- 
lauf von o mit ¢. Die o(¢)-Kurve kann durch eine 
Gerade angenahert werden (vgl. Bild 2b), fiir deren 
Neigung ein Wert EL’ bei einer mittleren Zeit ¢ von 
der Grofenordnung der Schlagdauer (~ 5 ms) mah- 
gebend ist; unter den beim Norm-Schlagversuch vor- 
liegenden Verhaltnissen hat man hier den Modul £’ 
bei etwa 10 Hz zu verwenden. 

Bei den untersuchten Stoffen bricht der Probestab 
gerade noch, wenn E’ | 194, auf 2 bis 3- 101° dyn/cm? 
abgesunken ist, wahrend er bei weiter ansteigender 
Temperatur nicht mehr bricht. Die maximale Deh- 
nung ohne Bruch der Probe betragt etwa 10%; mit 
der Beziehung o ~ E’ | io y,° € ergibt sich eine Bruch- 
spannung von 2 bis 3000 kp/cm?. Die in Bild 2b 
angegebene untere Grenze von 800 kp/cm? wurde 
unter der Bedingung abgeschitzt, daB bei 22,5° C 
kein Bruch mehr eintritt; fiir die bei 1° C gerade 
noch brechende Probe folgt aus Bild 2 b eine Bruch- 
grenze von etwa 2000 kp/cm?. Im Rahmen der vor- 
genommenen Abschatzung kann die Ubereinstim- 
mung als befriedigend angesehen werden. Diese 
gegeniber der ReiBfestigkeit von 300 bis 400 kp/cm? 
beim vergleichsweise langsamen Zugversuch (DIN 
53 455) stark erhohte Bruchgrenze ist nach den be- 
kannten Vorstellungen tiber die Ri®Bbildung zu er- 
warten [6], [7]. 

Auch bei anderen Hochpolymeren steigt die 
Schlagzahigkeit bei den Temperaturen an, bei denen 
der dynamische Modul mit zunehmender Tempera- 
tur den Grenzbereich E’=2 bis 3-10! dyn/cm? 
unterschreitet. Man darf also annehmen, da Bruch- 
grenzen beim Schlag etwa von der Hohe der oben 
abgeschatzten nicht nur fiir die hier untersuchten 
Stoffe giltig sind. Bei der Verallgemeinerung dieses 
Befundes. ist jedoch Vorsicht am Platze, weil, wie 
schon erwahnt, die Bruchgrenze von der Rifanfallig- 
keit eines Stoffes abhangt und diese durch verschie- 
dene Eigenschaften, wie die Molekulargewichts- 
verteilung und dergleichen, bestimmt ist, die in die 
dynamisch-elastischen Eigenschaften nur wenig ein- 
gehen. Immerhin dirften in vielen Fallen ahnliche 
Gegebenheiten wie in den hier behandelten Beispie- 
len vorliegen, und man wird die Ergebnisse der Dis- 
kussion folgendermafien zusammenfassen kénnen: 
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Ein Maximum in der 10-Hz-Temperaturkurve des 
Verlustfaktors d sagt aus, da in einem verhaltnis- 
maSig engen Temperaturbereich um die Temperatur 
T,, des Maximums bei ,,normalen“ Schlagbeanspru- 
chungen die Schlagzahigkeit als Folge des_,,Auf- 
tauens“ molekularer Mechanismen ansteigt. Wenn in 
der zum d-Maximum gehorenden Dispersionsstufe 
der 10-Hz-Temperaturkurve des dynamischen Mo- 
duls Werte £’ =2 bis 3-10! dyn/cm? erreicht oder 
unterschritten werden, kann man annehmen, daf die 
Schlagzahigkeit in der Umgebung von 7,, auf das 
erwiinschte Maf ansteigt (kein Bruch der Probe im 
Schlagbiegeversuch) . 

Eine technisch wichtige Folgerung ergibt sich aus 
diesen Befunden. Die Schlageigenschaften bei Raum- 
temperatur glasartig harter (eingefrorener) und 
sproder hochpolymerer Stoffe konnen gegebenenfalls 
dadurch entscheidend verbessert werden, daf} man in 
diese Materialien (durch Beimischung anderer Stoffe 
oder Mischpolymerisation) molekulare Mechanismen 
einbaut, die im Bereich der Gebrauchstemperaturen 


',auftauen“ und eine Dispersionsstufe des £’-Moduls 


bewirken. Da diese Stufe nur einen geringen Betrag 
zu haben braucht (Abnahme der E’-Werte von 5 auf 
2 bis 3-10!° dyn/cm?) ist die gewiinschte Verbes- 
serung der Schlageigenschaften ohne wesentliche Ver- 
minderung der Harte zu erreichen. Tatsachlich wird 
von dieser Moéglichkeit bei Kunststoffen Gebrauch 
gemacht. Die Bedeutung der ,,mechanischen Spektro- 
metrie“ als Hilfsmittel bei derartigen Stoffentwick- 
lungen liegt auf der Hand. 


(Eingegangen am 5. Februar 1959.) 
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ERGANZUNGEN ZUR THEORIE DES SCHWIMMENDEN 


ESTRICHS. 


von L. Cremer und M. Hecxt 


Mitteilung aus dem Institut fiir Technische Akustik der-Technischen Universitat 
Berlin-Charlottenburg 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Die einfache Theorie des schwimmenden Estrichs betrachtete Estrich und Decke als seit- 
lich unbegrenzt und yernachlassigte die Moglichkeit seitlicher Kopplung in der elastischen 
Zwischenschicht. Sie lieferte eine einfache Formel fiir die ,,Verbesserung“, die auch bei 
Estrichen mit hoher innerer Dampfung und Zwischenschichten mit gro{em Stromungswider- 
stand gut die Mefiergebnisse wiedergibt. 


Um die wesentlich geringeren Verbesserungen zu erklaren, die bei reiner Luft-Zwischen- 
schicht zu beobachten sind, wird die Theorie unter Beibehaltung unendlicher seitlicher Aus- 
dehnung, aber Einfiihrung einer Zylinderwellenausbreitung im Zwischenraum erweitert. Es 
ergibt sich dadurch unter der Schlagstelle eine Abnahme, im iibrigen Gebiet eine Zunahme 
der Steife der Zwischenschicht, die sich auch experimentell nachweisen lassen und die Ab- 
weichung erklaren. 


Es wird dann die endliche Ausdehnung des Estrichs beriicksichtigt. Es zeigt sich aber, 
daf} dies noch nicht geniigt, um die bei ungedémpften Estrichen auftretenden Verringerun- 
gen der Verbesserung zu erfassen. Erst wenn man zusiatzlich die Endlichkeit der Decke und 
hierbei ihre von denen des Estrichs abweichenden Randbedingungen erfafst, ergibt sich hier- 
fiir eine befriedigende Erklarung. 


Summary 


The simple theory of the floating floor considers no side boundaries and neglects the 
possibility of lateral coupling by the elastic interlayer. The theory is improved by introducing 
the propagation of cylindrical waves in this layer. This concept results in a change of the 
“stiffness” of the interlayer which can be observed in practice. Only when the finite size 
and the boundary conditions of the ceiling and the boundary conditions of the floating floor 
— which are different from those of the ceiling — are considered the deviations of the experi- 
mental results from the simple theory can be explained. 


Sommaire 


La théorie élémentaire du plancher flottant considérait plancher et plafond comme 
latéralement illimités et négligeait la possibilité d’un couplage latéral a travers la couche 
intermédiaire élastique. Elle donnait une formule simple pour «l’amélioration» qui permet 
de retrouver correctement les résultats des mesures, pour les planchers 4 amortissement 
interne élevé et couches intermédiaires avec grande résistance a |’écoulement. 

Pour expliquer les améliorations essentiellement plus faibles, qui sont observées pour 
les couches intermédiaires d’air pur, la théorie est poursuivie en conservant une étendue 
latéralement illimitée et en introduisant la propagation d’une onde cylindrique dans 
Vespace intermédiaire. Il en résulte, a l’emplacement d’un choc, une diminution, et dans 
les autres régions une augmentation de la raideur de la couche intermédiaire qui se 
rapprochent des résultats expérimentaux et qui expliquent la différence. 

On considére ensuite un plancher de dimensions finies, mais il apparait que cela ne 
suffit pas encore pour expliquer les diminutions de l’amélioration qui apparaissent pour les 
planchers sans amortissement. C’est seulement quand on tient compte de la limitation du 
plafond, des conditions aux limites différentes de celles du plancher, que l’on arrive a une 
théorie satisfaisante. 


1. Aufgabenstellung 


In einer fritheren Arbeit [1] war versucht wor- 
den, das Wesentliche der Wirkung eines schwim- 
menden Estrichs dadurch zu erfassen, da man die 
Kopplung zwischen Estrich und Leerdecke! durch 
értlich unabhangige Federn erfaBte, und daB man 
die beiden Platten als seitlich unbegrenzt behandelte. 


Es ergaben sich so fiir die Schnellen in Estrich und 
Leerdecke gekoppelte Zylinderwellen mit zugeord- 
neten Nahfeldern. 


1 Der Ausdruck ,,Leerdecke“, d. h. Decke ohne Auf- 
lage, ist hier statt des in der akustischen Literatur bis- 
her gebrauchten Ausdruckes ,,Rohdecke* benutzt, weil 
im Bauwesen unter einer Rohdecke nur eine Decke ohne 
unterseitige Verputzung verstanden wird. 
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In dem praktisch hauptsachlich interessierenden 
Frequenzbereich oberhalb der aus Estrichmasse mj, 
und dynamischer Steife s der Zwischenschicht (bei- 
des je Flacheneinheit) gegebenen Eigenfrequenz fur 
Tauchschwingungen des Estrichs auf der Zwischen- 
schicht i 4 

Ree ere Pie ans (1) 


2n my, 


kann man die Verhaltnisse gut durch das in Bild 1 an- 
gedeutete Schema wiedergeben, welches besagt [2]: 

Durch die in Teiltone zerlegbare StoBkraft der 
zur Messung benutzten Hammer werden zunachst 
im Estrich freie Wellenbewegungen (einschlieBlich 
Nahfeld) von der Form 


V4 = Vio [Ho (hy r) SH eC, r) | (2) 


erzeugt. Hierbei ist v4) die gegebene Spektralkom- 
ponente der Schnelle am Sto8punkt, Hy die Han- 
kelsche Funktion nullter Ordnung zweiter Art, r die 
Entfernung von der Stofistelle und k, die Wellenzahl 
fiir freie Biegewellen der betreffenden Frequenz im 
ungekoppelten Estrich. Dabei nimmt der Klammer- 
ausdruck in (2) bei r=O trotz der Pole seiner Sum- 
manden den Wert eins an und geht mit wachsendem 
r in eine divergierende Zylinderwelle iiber. 


3 
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Bild 1. Schema der K6rperschallerzeugung in Estrich und ° 


Leerdecke; Ms 

1 freie Welle im Estrich, 
21 erzwungene Welle in der Decke, 
22 freie Welle in der Decke. 


AuBerdem setzt der Klammerausdruck das Vor- 
handensein einer Punktkraft Fy im Nullpunkt vor- 
aus, die sich ergibt aus 


2B, d(Av) B, ky? 
Fo= as an aS ie V9 (3) 
oder mit 
pester eory 
ky=Voy m,/B, (4) 
auch Fy =8 VBy my vy). (5) 


Hierbei bedeutet B, die Biegesteife des Estrichs je 
Flacheneinheit. 


Diese freie Estrich-Welle erzeugt zunichst in der 
Zwischenschicht Schalldriicke 


p=sv,/io, (6) 


die ihrerseits die Leerdecke auf Grund der fiir diese 
geltenden Biegewellengleichung 


AAvy — ky ve = p*iw/B, (7) 


zu erzwungenen Wellen mit gleicher Ortsverteilung 
anregen: 
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Vo1 = Vio lH” (kyr) —Hy® (i kyr)]. (8) 
Aus der Zusammenfassung der Gl. (2), (4) und (5) 
ergibt sich insbesondere fiir v1) der Wert 


S 


219 = V0 By (4 — hep) (9) 


Da der Estrich nur etwa 1/4 so dick ist wie die 
Leerdecke, kann bei homogenen Decken aus glei- 
chem Material, praktisch aber auch bei allen ande- 
ren Aufbauten, kj* gegen /,* vernachlassigt werden. 
Physikalisch besagt das, dafS die Leerdecke auf 
Grund ihrer Biegesteife und nicht auf Grund ihrer 
Massentragheit den erregenden Driicken widersteht. 
Wir konnen somit Gl. (9) auch umformen zu 
w,” B, 
POR (10) 
Dieser Zusammenhang kennzeichnet bereits die inter- 
essierende Frequenzabhangigkeit der durch einen 
schwimmenden Estrich erzielbaren Verbesserung, ob- 
schon es nicht die in der Leerdecke erzwungenen 
Wellen sind, die den darunter erzeugten Luftschall 
bestimmen. Die durch Gl. (8) dargestellte erzwun- 
gene Welle in der Leerdecke kann namlich nicht 
allein bestehen, da der Klammerausdruck in Gl. (3) 
das Vorhandensein einer Punktkraft fordert, die ja 
an der Leerdecke nicht angreift. Es mus daher noch 
eine ebenfalls im Nullpunkt endliche und einmal dif- 
ferenzierbare freie Welle mit der fiir die Leerdecke 
kennzeichnenden Wellenzahl k, hinzugefiigt werden: 


Vo9 = Vo99 Hy”) (kg r) — Hy) ( —ikgr)]. (11) 


Der Wert vy09 ergibt sich durch Einsetzen der freien 
und der erzwungenen Welle in Gl. (3) und Nullset- 
zen der daraus sich ergebenden Einzelkraft im Null- 


punkt zu 
ke i By m, 
Y900=Ve107 9 = 210 |/ > 
220 Y210 7 2 | Bym, 


Das bedeutet aber, daf} die Amplituden der freien 
Wellen in der Leerdecke die der erzwungenen um 
den konstanten Faktor hs/h, iiberwiegen, so daf die 
letzten naherungsweise vernachlassigt werden kon- 


CN aap eS) Bie 


2 
V9 m,@ Bs 


(12) 


nen. Das hat weiter den grofen Vorteil, daB man 
sich mit den unterschiedlichen Abstrahlungsbedin- 
gungen fiir beide Wellenarten nicht auseinanderset- 
zen mui. Das Feld der freien Wellen weist sogar 
die gleiche Ortsverteilung auf, wie sie sich bei un- 
mittelbarer Erregung der Leerdecke ergiabe: 


Vy = Vo9[Hy” (kar) —Ho® (—ikgr)], (13) 


so daB das Verhiltnis vy.9/v29 zugleich die durch den 
schwimmenden Estrich erzeugte Verringerung des 
Schalldruckes im Empfangsraum angibt, da} also 
die ,,Verbesserung* des Trittschallschutzes gegeben 
ist durch 


AL = 20 log (v29/V200) . (14) 
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Nimmt man noch an, da8 in beiden Fallen die glei- 
chen Punktkrafte angreifen, was bei der tblichen 
Anregung mit fallenden Hammern dann richtig ist, 
wenn der Tragheitswiderstand der Hammermassen 
i@mg, also sozusagen der innere Widerstand des 
Senders, klein ist gegen die durch Gl. (3) gegebenen 
Punkt-Impedanzen von Estrich und Leerdecke, so 


verhalt sich 
UO | | By mg 
aay 2 
V90 Bym, 


d.h. die Amplituden des beklopften Estriches sind 
zaunachst groBer als die der beklopften Leerdecke. 
Infolge der den Ubertragungsmechanismus kenn- 
zeichnenden Beziehungen (10) und (12) erhalt man 
schlieBlich 


(15) 


V200 _Vi0 V210 220 


Yoo «= V290: “Vio V210 


Pare Ne 2 
a By my 04? By | /Bomy 4 
By my, a? 1853 B, Mg aw? 


Es ergab sich so fiir die Verbesserung des Tritt- 
schallschutzes die erstaunlich einfache Formel 


AL = 40 log (f/f1) - (17) 


Diese Darstellung gab nicht nur ein gutes physi- 
kalisches Bild tiber die Vorgange, sondern Formel 
(17) lieferte sogar gute quantitative Ubereinstim- 
mung bei allen schwimmenden Estrichen, deren Auf- 
bau den Voraussetzungen der Theorie entspricht, bei 
denen namlich die seitliche Entkopplung in der 
elastischen Schicht durch gentigend grofe Steife oder 
durch geniigend grofen Stromungswiderstand ge- 
geben ist, und bei dem infolge innerer Dampfung im 
Estrich nur Wellen von der StofSstelle weg laufen 
(siehe Bild 2). 

Dagegen zeigten sich wesentlich geringere Ver- 
besserungen, wenn als Zwischenschicht nur ein Luft- 
polster vorhanden ist [1], [3] (siehe Bild 3). Wenn 
es sich hierbei auch um eine bei schwimmenden 
Estrichen praktisch nicht in Frage kommende An- 
ordnung handelt, so war diese Abweichung doch 
vom physikalischen Standpunkt interessant genug, 


(16) 


0 

100 200 400 800 1600 32002 

die nach GI. (17) zu erwartende, 

die an einem Asphaltestrich gemessene 
» Verbesserung“ des Trittschallschutzes. 


Bild2, — — 
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00 200 400 800 1600 3200Hz 
Bild 3. — — — die nach Gl. (17) zu erwartende, 


die an einem Zementstrich tiber Luft- 


polster gemessene Verbesserung (nach 
K. Gosete). 


um zu versuchen, sie auch rechnerisch zu erfassen. 
Die Tendenz der Abweichung war ibrigens dieselbe, 
wie sie zuerst von E. Meyer [4] bei der Unter- 
suchung der Luftschalldammung von Doppelwanden 
zwischen seitlich unterteilten und nicht unterteilten 
Luftpolstern beobachtet wurde. Um aber der Frage 
quantitativ nachzugehen, wird in dieser Arbeit das 
Problem bei Beibehaltung der seitlich unbegrenzten 
Ausdehnung theoretisch behandelt. 

Dabei wird das schrittweise Vorgehen, das sich 
aus der bisherigen Theorie ergab, insofern iber- 
nommen, als jeweils die Riickwirkung der folgenden 
Schicht vernachlassigt wird, d.h. bei Berechnung 
der freien Biegewelle im Estrich wird die Riickwir- 
kung des Luftpolsters, bei der Berechnung des Druk- 
kes im Luftpolster die Bewegung der Leerdecke nicht 
beriicksichtigt. Man gelangt so zu dem in Bild 4 an- 
gedeuteten Schema: Die freie Welle im Estrich er- 
zeugt bereits im Luftpolster neben einer erzwunge- 
nen Welle eine freie Welle, und beide erzeugen in 
der Leerdecke je eine erzwungene Welle und zusatz- 
lich eine freie. Bei der gegenseitigen Abschatzung 
dieser drei Anteile wird auSerdem ihr unterschied- 
liches Abstrahlverhalten beriicksichtigt werden miis- 
sen. 


Bild 4. Schema der Wellenerzeugung in Estrich, Luft- 
polster und Leerdecke; 
1 freie Welle im Estrich, 
ta erzwungene Welle im Luftpolster, 
L2 freie Welle im Luftpolster, 
21,2L erzwungene Wellen in der Decke, 
22 freie Welle in der Decke. 
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Aber auch bei Estrichen, die mit Fasermatten von 
geniigend groBem Stroémungswiderstand hinterlegt 
waren, so daf eine seitliche Entkopplung gewahr- 
leistet schien, zeigten sich Abweichungen, die aller- 
dings erst bei hdheren Frequenzen gegentiber f, und 
somit bei héheren Werten der Verbesserung auftra- 
ten (siehe Bild 5). Anfangs vermutete man hierbei 
das Vorliegen von Schallbriicken, zumal nach Theo- 


40 
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Bild 5. — —— die nach Gl. (17) zu erwartende, 
die an einem Zementestrich tiber Faser- 
matte gemessene Verbesserung (nach 


K. Gost). 


rie [5] und Experiment [6] sich solche mit gleicher 
Tendenz der Abweichung aufBern. Auch die Moglich- 
keit einer Begrenzung. der Verbesserung durch so- 
genannte Nebenwege, z. B. durch Luftschallanregung 
und Luftschallabstrahlung der Umfassungswande, 
und schlieBlich eine Frequenzabhangigkeit der dyna- 
mischen Steife der Fasern erschien méglich. Es kann 
aber heute als erwiesen gelten, dai keine dieser 
Nebenwirkungen vorzuliegen braucht, weshalb auch 
im folgenden auf sie nicht eingegangen wird. Viel- 
mehr zeigten Versuche von K. GéseELx an einem sorg- 
faltig briickenfrei aufgebauten schwimmenden 
Estrich, der nicht oberhalb des Empfangsraumes, 
sondern von einem Nebenraum aus angeregt wurde, 
eindeutig, dai diese Abweichungen der Einwirkung 
von Estrichteilen auSerhalb der Schlagstelle zu- 
zuschreiben sind [3]. 
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Bild 6. Schema der Wellenerzeugung in Estrich und 
Leerdecke bei Beriicksichtigung der Reflexionen 
am Rande; 

auslaufende 
reflektierte 
auslaufende 
reflektierte 
auslaufende 
reflektierte 


freie Welle im Estrich, 


erzwungene Welle in der 


Decke, 
freie Welle in der Decke. 
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Ks leuchtet ein, da in ungedémpften Estrichen 
nicht nur auslaufende Zylinderwellen erregt werden, 
da ja der prinzipiell freie Rand eines schwimmen- 
den Estrichs die Biegewellen total reflektieren mu 
(siehe das Schema in Bild 6). Auch die reflektierten 
Wellen werden immer wieder total reflektiert und 
nur durch die geringe Dampfung wahrend der Aus- 
breitung geschwacht werden. E's wird sich so — wie 
im Hallraum — in einiger Entfernung von der 
Schlagstelle ein statistisches Feld ausbilden, dessen 
mittlerer Pegel natiirlich hoher liegt, als er bei aus- 
schlieBlicher Beriicksichtigung der primar auslaufen- 
den Wellen zu erwarten ist. Dies ist auch experimen- 
tell von den Verfassern sowie von K. GésEte [7] 
nachgewiesen worden. 

Die Verfasser haben daher entsprechende Rech- 
nungen schon vor etwa vier Jahren in Angriff ge- 
nommen in der Hoffnung, damit die Abweichungen 
zu erklaren. Die Rechnungen ergaben aber keine ge- 
nuigende Pegelerhohung, solange nur die in der Roh- 
decke erzeugten erzwungenen Wellen beriicksichtigt 
wurden. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt, dah 
anscheinend auch die am Rande der Leerdecke er- 
zeugten freien Wellen beriicksichtigt werden miissen, 
ja, da} sie im wesentlichen diese Abweichungen be- 
stimmen. (In Bild 6 sind diese Einfliisse durch die 
reflektierte freie Welle in der Decke schematisch an- 
gedeutet.) 


2. Der Einflu8 der seitlichen Kopplung im 
Luftpolster 


Wie schon bemerkt, wollen wir auch hierbei die 
durch Gl. (2) beschriebene, durch den Stof8 aus- 
geloste freie Wellenbewegung im Estrich als von 
dem Druck py, im Luftpolster unbeeinfluB{t und somit 
als gegeben ansehen. (Da dieser Druck allerdings 
im folgenden bei Spuranpassung, d. h. Ubereinstim- 
mung der Wellenzahlen zwischen Estrich und Luft- 
polster, unendlich grofe Werte annimmt, bedeutet 
das, daB8 die Rechnung in diesen Gebieten nur als 
Hinweis auf eine wachsende Tendenz, aber nicht 
quantitativ bewertet werden kann.) 

Der Schalldruck py in der Zwischenschicht mui 


den akustischen Grundgleichungen 


A Jem e-Bay 
—div vy, =iw re: (18) 
und 
(19) 


geniigen (UV, Schnelle der Luft, @;, Dichte der Luft, 
cy, Schallgeschwindigkeit) . 

Fir die dem Problem angemessenen Zylinder- 
koordinaten r, z, ? erhalt man, da alle Gro8en un- 
abhangig vom Winkel sind, 


—grad p=io 0, Ui 
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ae Ov, 1 O(r ULr) 
Oz Foner 


— Op,/9z=i0 err; —Opr/Or=i@ oy v1,- (21) 


Da die Dicke der Zwischenschicht dy, sehr klein gegen 
die Luftwellenlange ist und die Begrenzung der 
Luftschicht oben und unten schallhart ist, kann der 
Druck in z-Richtung als konstant angesehen werden. 
Aufgferdem ist naherungsweise 


10 
= 3 PL> 
OL CL 


(20) 


_ 242 wit 


22 
cae (22) 
Mit diesen Naherungen wird aus Gl. (20) und (21) 
d’pi 1 dp, Qu CL” Cue 
o PL ky? py = hy? 25 
dr" r dr pee io dy See 


(ky =«@/cy, Wellenzahl in Luft). 


Gesucht ist die Lésung dieser Gleichung unter der 
Voraussetzung, daf} die Schnelle des Estrichs durch 
Gl. (2) gegeben ist. Der Losungsansatz fiir Gl. (23) 
besteht also aus einer erzwungenen Schwingung mit 
der Wellenzahl k, und einer freien Schwingung mit 
der Wellenzahl 4y,. Da im Luftpolster nur die ge- 
wohnliche Wellengleichung gilt, andererseits aber 
auch hier im Fernfeld nur eine Zylinderwelle tibrig- 
bleiben kann, wird diese freie Schwingung durch 
eine Hankelsche Funktion mit reellem Argument be- 
schrieben. Es ist also 


PL= Pri Ho (kyr) + P11 Ho (—i kyr) + 


+ pry Ho (kur). . (24) 


Die beiden Konstanten py, und pj; ergeben sich 
durch Einsetzen von Gl. (2) in Gl. (13). Die Kon- 
stante pry folgt aus der Bedingung, dafi py an der 
Stelle r=0O nicht unendlich werden darf. Da die 
Hankelschen Funktionen fiir verschwindendes Argu- 
ment unendlich groBe Werte annehmen, ist diese 
Bedingung nur erfillt, wenn 


Piut+P 11+Pi.=0 


ist. Man erhalt so schlieBlich fir den Schalldruck 
in der Zwischenschicht 


oe QOL Cre H, 2) k ky? 
PL ener os ke o (kyr) — bik? * 
H,®(=ikjr).— a ae Hy? (ki r)|. (25) 


Bei der einfachen Theorie war die Zwischenschicht 
durch unabhangige Federn der Steifigkeit s dar- 
gestellt worden. Auch aus den Gl. (2) und (25) 
kann man eine scheinbare Steifigkeit der Zwischen- 
schicht gemaf ihrer: Definitionsgleichung (6) be- 
rechnen. Man tibersieht sofort, da diese Steifigkeit 
sehr vom Ort abhangt, weil die Gl. (2) und (25) 
eine verschiedene Ortsabhangigkeit haben. Speziell 
an der Anregungsstelle ergibt sich mit der Naherung 
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lim Hy®)(x) =1—i(2/x) In(y2/2) (y=1,781...) 


“2-0 


fiir die Steifigkeit der Ausdruck 


OL cr hy? pee i? k,? 

dy ke+ke ( iene chin ae a 
‘Diese Formel zeigt, daB durch die seitliche Kopplung 
die Steifigkeit an der~Schlagstelle gegeniiber der- 
jenigen ohne seitliche Kopplung, namlich oy, cy?/d., 
nicht erhoht, sondern im allgemeinen erniedrigt 
wird. Selbst an der Stelle k, =k, nimmt das zweite 
Glied in Gl. (26) keine besonders hohen Werte an. 
Wie sich sy nach Formel (26) bei einem Asphalt- 
Estrich von 2,5 cm Dicke mit der Frequenz andert, 
ist in Bild 7 eingezeichnet. Auferdem sind Messun- 
gen, die an einer frei aufgehangten Asphalt-Platte 
erhalten wurden, angegeben. 


So= 


20 
100 200 400 800 1600 3200Hz 


Bild 7. Steifigkeit unter einem frei aufgehangten Estrich 
an der Schlagstelle ; 

Mefwerte, 

—-—-— nach Gl. (26) berechnete Werte. 


Die Messung der Steifigkeit erfolgte in der Weise, 
daB bei einem punktformig angeregten Estrich mit 
einem Korperschallabtaster die Schnelle v, und mit 
einem kleinen Mikrophon unter dem Estrich der 
Schalldruck py, gemessen wurde. Wie man sieht, sind 
in Bild 7 die gemessenen Werte stets etwas hoher als 
die gerechneten. Das kommt hier vermutlich davon 
her, da durch die Reflexionen der Luftschallwellen 
der Schalldruck erhéht wurde. Es bleibt aber die 
Tatsache, da durch die seitliche Kopplung der Luft 
die Steifigkeit unter der StoBstelle verringert wird. 

Wesentlich andere Ergebnisse erhalt man, wenn 
man die Steifigkeit in einigem Abstand von der 
Schlagstelle bestimmt. Dieser Fall la8t sich am ein- 
fachsten behandeln, wenn man den zweiten Term 
in Gl. (2) und (25), der ein sehr schnell abklingen- 
des Nahfeld darstellt, vernachlassigt und fiir die 
verbleibenden Terme 


Hy® (2) ~V (2/xz) ten 


setzt. Man erhalt so fiir den Quotienten aus Gl. (2) 
and (25) 


ACUSTICA 
Vol. 9 (1959) 


PL, Que.” | ye PAP | iy eee 
Vy 1@ dy, ky? —s kj? ky! = kes" ky, 
(27) 


Fir die mittlere Steife in einiger Entfernung von der 
Schlagstelle ergibt sich daraus 


(28) 
vole (atl (eH 
Seas ky? — hy?) key, \et — 4) | 
Aus dieser Gleichung sieht man, dafi in der Nahe der 
sogenannten Grenzfrequenz, bei der die Biegewellen- 
lange und die Luftwellenlange gleich sind, die Stei- 
figkeit sehr gro wird. 

An der Stelle ky, =k, selbst gilt die Theorie frei- 
lich, wie schon oben bemerkt, nicht mehr. Interessant 
ist noch, da bei tiefen Frequenzen (kL <k,) der 
zweite Term in Gl. (28) die Steifigkeit bestimmt. Da, 
wie aus der Ableitung von Gl. (27) und (28) er- 
sichtlich ist, dieser Term von der Hankelschen Funk- 


tion mit dem Argument kyr herrihrt, bedeutet das, 
da bei tiefen Frequenzen die von der Schlagstelle 


- ausgehende Luftwelle die Steifigkeit bestimmt. 


“1050 200 400 800 1600 3200H; 


Bild 8. Mittlere Steifigkeit unter einem frei aufgehing- 
ten Estrich; 

Mefwerte, 

—-—— nach Gl. (28) berechnete Werte. 


Einen Vergleich der nach Gl. (28) berechneten und 
der an einer frei aufgehingten Estrichplatte gemesse- 
nen mittleren Steifigkeit zeigt Bild 8. Man sieht an 
diesem Bild sehr deutlich den Anstieg der Steifigkeit 
in der Nahe der Grenzfrequenz. 

Aus dem durch Gl. (25) gegebenen Schalldruck 
im Luftpolster kann man nun auch die Schnelle v, 
der Leerdecke, die durch die Biegewellengleichung 
(7) gegeben ist, berechnen. 

Fir den Fall unendlich grofer Leerdecken sind 
wieder erzwungene Schwingungen mit den Wellen- 
zahlen k, und ky, sowie freie Schwingungen mit der 
Wellenzahl k, méglich. Unter Beriicksichtigung der 
Nahfeldanteile nimmt also die allgemeine Lésung 
von Gl. (7) in diesem Fall die Form 


Vg = Voy Hy® (ky 7) +09; Hy® (—ikyr) + 
+ vey Hy® (kL r) + ve2 Hy® (kar) + 


+0's0 H,®) ( —iks r) (29) 
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Die Groen vo,, vo, und voz, ergeben sich durch 
Einsetzen in Gl. (7). Die verbleibenden Konstanten 
Voo und v’95 kann man aus der Bedingung, dak v5 
fiir r=O nicht unendlich werden darf und aus 


Gl. (3) bestimmen, die wieder besagt, dafS an der 
Leerdecke keine Punktkraft wirkt [1]. 


Man erhalt nach diesem Verfahren unter der fir 
normale Decken zulassigen Naherung hk,” < ky? und 


he? <h? 


V4 =V109 One? ky? hy? pe 
By dy, (e,? — Key?) hey* (hoy? — hey?) y* 
Dio4 fe" > V2L sca be ae 
(ky? + ky?) k,4 (Ay4 — ky*) ky! 
V99 = —V 99 one ; (30) 


Der Ubergang zur einfachen Theorie ist dadurch 
vollziehbar, daB man 01 cr?/dy, =s setzt und ky, > oo 
gehen la$t. Da nun ky gar nicht in die Formeln fir 
Vo9 und v'o5 eingeht, ergibt sich, da® fiir die An- 
regung der freien Wellen in der Leerdecke die seit- 
liche Kopplung in der Zwischenschicht belanglos ist. 

AuBerdem kann man den Gl. (30) sofort ent- 
nehmen, das fir ky? >2k,? (d.h. fiir Frequenzen, 
die mehr als eine Oktave tber der Grenzfrequenz 
des Estrichs liegen) das Glied mit vay, vernachlassigt 
werden kann. Es spielt also auch fiir dieses Gebiet 
die seitliche Kopplung keine Rolle. Hs miiBte fir 
hohe Frequenzen die Verbesserung wieder durch 
Gl. (17) gegeben sein. 


Ist jedoch ky <k,, dann ist im allgemeinen 
V2, >Ve9- Das bedeutet, daB bei tiefen Frequenzen 
die Leerdecke hauptsachlich durch die Schallwellen 
im Luftpolster angeregt wird. Um aus Gl. (29) und 
(30) die Verringerung der Verbesserung durch die 
seitliche Kopplung zu berechnen, sei angenommen, 
da} die Nahfelder, also v’y, und v's, vernachlassigt 
werden konnen. AuBerdem sollen die Hankelschen 
Funktionen durch Zylinderwellen, die mit 1/Vr ab- 
fallen, angenahert werden. SchlieBlich mu8 noch 
beriicksichtigt werden, daB zu den verschiedenen 
Wellenfeldern auch verschiedene Abstrahlungsbedin- 
gungen gehoren. Fur normale Leerdecken kann man 
den Abstrahlgrad [8] der freien Wellen der Leer- 
decke und der von der Luftwelle erzwungenen Wel- 
len angenahert gleich eins setzen. Man erhilt also, 
wenn man zusatzlich annimmt, da sich die von den 
einzelnen Wellenfeldern abgestrahlten Leistungen 
addieren: 


2 2) 
Px SL (ver? 2 Yair Ves \ as 
a ee oy ae es 
§ 


(31) 


(o, Abstrahlgrad der vom Estrich erzwungenen 
Schwingungen, S Deckenflache). 
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Diese Leistung kann man leicht mit der von der 
gleichen Decke abgestrahlten Leistung Py), wenn 
keine seitliche Kopplung vorhanden ist (k,—c), 
vergleichen. Mit denselben Naherungen, die Gl. (31) 
zugrunde liegen, erhalt man 


Pym Su8u [P28 as. 


32 
4 kyr (32) 


8 

Fiir den Quotient der beiden Leistungen ergibt sich 
also (33) 

Pico? aa wR et A kp k,8 

Po Eelam) OO ase 
In Bild 9 ist die nach Gl. (17) ohne Beriicksichti- 
gung der seitlichen Kopplung fiir einen Zement- 
estrich berechnete Verbesserung eingetragen.. Aus 
dieser Kurve, die ja der Leistung Py entspricht, lait 
sich nach Gl. (33) auch die Verbesserung mit Be- 
riicksichtigung der seitlichen Kopplung berechnen. 
Dabei ist 6, oberhalb der Grenzfrequenz gleich eins 
gesetzt. Unterhalb spielt das erste Glied ohnehin 
keine Rolle. 


50 
dB 
40 


0) 700 200 400 800 1600 3200Hz 


Bild 9. — — — nach Gl. (33) berechnete, 

nach Gl. (17) berechnete ,,Verbesse- 
rung“ durch einen schwimmenden Ze- 
mentestrich. 


Wie man aus Bild 9 ersieht, wird bei tiefen Fre- 
quenzen die Verbesserung verringert, was — wie 
oben ausgefiihrt — auf die Anregung der Leerdecke 
durch die Luftwelle zuriickzufiihren ist. Einen Be- 
weis fiir diese Tatsache stellt Bild 10 dar. Es wurde 
in diesem Fall die Verbesserung durch einen frei 
aufgehangten Estrich gemessen und dabei einmal 
durch einen unter der Schlagstelle befindlichen 
Kasten — der keine zusatzliche Korperschallbriicke 
darstellte — die Ausbreitung der Luftschallwellen 
verhindert. Tatsachlich bewirkte diese MaSnahme 
eine Vergrdferung der Dammung in dem Frequenz- 
gebiet, in dem die Abmessungen des Kastens kleiner 
waren als eine halbe Luftwellenlange. 

Quantitativ stimmen die gerechneten und in Bild 9 
dargestellten Werte allerdings nicht mit den in Bild 3 
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Bild 10. Verbesserung durch einen frei aufgehangten 
Asphaltestrich; 

mit Kasten unter der Schlagstelle, 

—-— vw ohne Kasten unter der Schlagstelle. 


aufgetragenen Mefwerten iiberein. Vor allen Din- 
gen miinden die gemessenen Verbesserungen bei 
hohen Frequenzen nicht in die durch Gl. (17) ge- 
gebene Gerade ein. Es mu daher vermutet werden, 
das bei héheren Frequenzen noch ein weiterer Effekt 


‘ eintritt, der nichts mit einer seitlichen Wellenausbrei- 


tung in der Zwischenschicht zu tun hat. Dies deckt 
sich damit, da auch tiber Fasermatten von hohem 
Stroémungswiderstand verlegte Estriche in héheren 
Frequenzbereichen Abweichungen von Formel (17) 
ergeben kénnen. 

Um die entkoppelnde Wirkung des Strémungs- 
widerstandes von Fasermatten zu tiberblicken, sei 
schlieBlich noch kurz abgeschitzt, wie sich die Ein- 
fiihrung eines spez. Stromungswiderstandes 2 in 
der Zwischenschicht auswirken wiirde. 


Man braucht dazu nur statt der Wellenzahl ky, 


einzufiihren [9]: 
ky =ky V1— (S/o gx). (34) 


Nimmt man an, da der Strémungswiderstand 
groBer als 20gs !cm~® ist, was bereits fiir alle 
praktisch verwendeten Fasermatten erfiillt ist, dann 
ergibt sich fiir normale Estriche im interessierenden 
Frequenzbereich |ky?|>,2 und damit nach 
Gl. (33) PoP. 


3. Beriicksichtigung der reflektierten 
Biegewellen 


3.1. Beriicksichtigung der reflektierten Wellen im 
Estrich 


Um die infolge der Reflexionen am Rande sich 
statistisch ergebende mittlere Schnelle im Estrich v4g 
zu errechnen, ziehen wir auch hier eine Energiebilanz 
heran, wie man dies bei der Berechnung des mitt- 
leren Schalldruckes in einem Raum tut. Nur tritt hier 


ACUSTICA 
Vol. 9 (1959) 


die Estrichflache S an die Stelle des Raumvolumens; 
d.h. die — durch die doppelte kinetische Energie — 
gegebene Energiedichte 


(35) 


ist mit der Oberflache S zu multiplizieren, um die 
gesamte Korperschallenergie im Estrich zu erhalten. 
Die durch Verluste bedingte zeitliche Abnahme 
der Energie freier Wellen ist im stationaren Zustand 
gleich der an der Stofstelle zugefiihrten Leistung 


E=my, v43" 


~$S =Z, 040, (36) 
wobei Z, die Punktimpedanz, d. h. die mechanische 
Impedanz fiir punktweise Anregung des Estrichs 
gemaf} (5), darstellt. 

Im Gegensatz zur statistischen Raumakustik ist 
nun die Abnahme der Schallenergie nicht auf Refle- 
xionsverluste am Rande, sondern auf Dissipation 
wahrend der Ausbreitung zuriickzuftihren. Bei 
Estrichen mit grofer innerer Dampfung werden diese 
Verluste bekanntlich am besten durch die Einfiih- 
rung einer komplexen Biegesteife 


B=B(1+in) (37) 


beschrieben, wobei dann der Verlustfaktor 7 nahezu 
frequenzunabhangig ist. Wir wollen diese Art der 
Beschreibung auch fir den Fall beibehalten, da die 
Verluste zum gro8eren Teil durch Reibung zwischen 
Estrich und Unterlage herbeigefiihrt werden. Fuhrt 
man diese komplexe Biegesteife in die Biegewellen- 
gleichung ein, so ergibt sich eine komplexe Wellen- 
zahl 


Ay=hy1 +i) M4 ky —i(y, y/4), (38) 


d.h. die Ausbreitung der Energie der Biegewellen 
ist mit einer Dampfung entsprechend einem Faktor 


en? mkt 


(x Laufweg) behaftet. Will man hieraus auf die 
zeitliche Abnahme der Energie schlieSen, so ist zu 
bedenken, daf$ man dann den Exponenten noch mit 
der Gruppengeschwindigkeit multiplizieren mu, die 
bei den Biegewellen doppelt so grof ist, wie die 
Phasengeschwindigkeit c,; man erhalt so fiir die 
zeitliche Abnahme der Energie einen Faktor 


e 7 hey cyt _ CE he t F 


Dies in Gl. (35) und (36) eingesetzt, ergibt schlieB- 
lich ? 
(39) 


Sy @ my vis? =Z, V497 
08 =V49 VZq/S ny my. 


Hiernach ist zu erwarten, daB die mittlere Schnelle 
im Estrich bei Anregung mit konstanter Kraft und 
frequenzunabhangigem 7, mit @~1? abnimmt. Dies 


2 Die Beziehung (39) 1a8t sich iibrigens auch wellen- 
theoretisch ableiten. 


oder 
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Pe as eee 

100 200 400 800 1600 3200H: 
gemessene, 

——w— nach Gl. (39) berechnete mittlere 
Schnelle eines Asphaltestrichs bei An- 
regung mit einer konstanten Kraft. 


Bild 11. 


bestatigten auch Messungen der mittleren Schnelle 
an einem Asphaltestrich von S=2m? mit einem an 
Probestaben gemessenen Verlustfaktor von 7, =0,1, 
die in Bild 11 wiedergegeben sind. 

Aus Gl. (39) ergibt sich nach Gl. (6) der auf 
die Leerdecke wirkende mittlere Schalldruck, der 
wiederum in Gl. (7) einzusetzen ist, um die durch 
das statistische Feld des Estrichs in der Leerdecke 
erzwungene mittlere Schnelle zu erhalten. Bedenkt 
man auch hier wieder, da k, stets gro gegen ky ist, 
so ergibt sich schlieflich fiir die erzwungene statisti- 


sche Schnelle in der Leerdecke 
SAVIS: = B, f i 
Bkt Bp Po 


Ves (40) 
Um nun zu klaren, ob die in Bild 5 gezeigten Ab- 
weichungen von Formel (17) von diesen erzwunge- 
nen Wellen in der Leerdecke herriihren, bedarf es 
noch der Beriicksichtigung des Abstrahlgrades fiir 
die freien Estrichwellen. Die Tatsache, da8 dieser 
erst im mittleren Frequenzbereich den Wert eins 
erreicht, bzw. auch etwas tberschreitet, wurde von 
K. Gésetz [7] herangezogen, um zu erklaren, warum 
die Abweichungen sich auch erst in diesem Bereich 
bemerkbar machen. Eine quantitative Nachpriifung 
zeigt jedoch, dafi die durch Gl. (40) gegebenen er- 
zwungenen Schnellen in der Leerdecke auch bei 
Beriicksichtigung der Abstrahlungen nicht geniigen, 
um die im Empfangsraum gemessenen Luftschall- 
pegel zu erklaren. 

Da die vom statistischen Biegewellenfeld des 
Estrichs in den oberen Raum abgestrahlte Schall- 
leistung durch 


Pis= a S 6; v43" (41 a) 
gegeben ist, und da die mittlere erzwungene Schnelle 
der Leerdecke dieselbe ortliche Verteilung, also auch 
denselben Abstrahlgrad, hat wie die statistische 
Schnelle im Estrich, ergibt sich die von der Leer- 
decke abgestrahlte Leistung zu 


4 2 
Ps OLE S oy tag? Pia he By (41 b) 
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Die Leistungen Pig und Pog lassen sich aber leicht 
vergleichen, indem man die Luftschallpegel tber 
und unter der Decke bestimmt und sie auf die gleiche 
Bezugsschluckflache umrechnet. 

Fiir die Differenz dieser ,,Norm-Trittschallpegel“ 
mufte hier, bzw. immer, wenn nur die vom Estrich 
in der Leerdecke erzwungenen Biegewellen maf- 
gebend sind, gelten: 


Lin — Lo, = 40 ic +20 log Pe (42) 
east By 

Diese Differenz miiBte also gleich der durch Gl. (17) 
ausgedriickten Verbesserung sein, erhoht um ein 
Korrekturglied, das bei gleichem Material auch 
durch 60 log(hs/h,) ausgedrickt werden kann und 
somit bei ho/h, =4 etwa 36 dB betragt. So grof sind 
aber die gemessenen Pegelunterschiede zwischen den 
Raumen uber und unter der Decke keineswegs. In 
Bild 12 ist der aus Formel (42) und aus dem ge- 
messenen Luftschallpegel iiber der Decke bestimmte 
» lrittschallpegel im Empfangsraum“ mit dem viel 
hoher liegenden tatsachlich gemessenen verglichen. 


z sala | 
60 Si ane 
dB oe 
ies 
50+ Die a 
“ 
40 ie 
‘eo 
i 30 noes ie 
L e 
20}—+ renee 
=a \ 
G\ 
\ 
Dae Stee 
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Bild 12. 


gemessener, 

—-—w— nach Gl]. (42) berechneter Trittschall- 
pegel unter einer Decke mit schwim- 
mendem Estrich. 


3.2. Beriicksichtigung der reflektierten Wellen in der 
Leerdecke 


Als einzige Erklarungsméglichkeit fiir diese viel 
hoheren Trittschallpegel bleibt nur noch die Beriick- 
sichtigung der freien Biegewellen in der Leerdecke, 
die ja auch bei der einfachen Theorie bereits den 
Ausschlag geben, und bei denen nun noch die Re- 
flexion am Rande der Leerdecke hinzukommt. An 
sich ist dieser Rand nicht so reflektierend wie bei 
dem dort freien Estrich. Vielmehr findet immer eine 
wesentliche Abgabe von Korperschallenergie an das 
umgebende Mauerwerk statt, weshalb auch K. GosELE 
[7] bei unmittelbarer Anregung der Leerdecke eine 


L. CREMER und M.HECKL: THEORIE DES SCHWIMMENDEN ESTRICHS 


ACUSTICA 
Vol. 9 (1959) 


Abnahme der Schnelle zum Rande feststellte. Da 
er aber diese Abnahme bei Anregung tber einen 
Estrich nicht mehr erhielt, ist anzunehmen, dai im 
letzten Fall zusatzlich freie Wellen am Rande aus- 
gelost werden. 

Eine Theorie des schwimmenden Estrichs unter 
Beriicksichtigung derendlichen Ausdehnung, sowohl 
des Estrichs wie der Leerdecke, wurde von M. Fort 
[10] veroffentlicht. Er setzt dabei die Schwingungen 
beider Platten aus deren Eigenbewegungen zusam- 
men. Um diese Synthese nicht zu umstandlich zu 
machen, nimmt er gleiche Randbedingungen und 
somit gleiche Eigenfunktionen an. Dabei gehen auch 
die Dampfungseinfltisse fiir Estrich und Rohdecke 
ein. Trotz dieses vollig anderen und wesentlich um- 
standlicheren Vorgehens erhalt er schlieBlich die- 
selbe Frequenzabhangigkeit wie die einfache Theo- 
rie. Seine Rechnungen sind somit nicht geeignet, um 
die in Bild 5 wiedergegebenen Abweichungen zu 
erklaren. Der Grund fiir dieses ebenfalls unbefriedi- 
gende Ergebnis liegt nun gerade in der willkiir- 
lichen Gleichsetzung der Randbedingungen begriin- 
det, denn auf diese Weise konnen die freien Bewe- 
gungen des Estrichs der Leerdecke aufgezwungen 
werden, ohne da auBerhalb der Schlagstelle, also 
am Rande, freie Wellen ausgelést werden. 

Da die in der Praxis stets vorhandene Verschie- 
denheit der Randbedingungen des Estrichs und der 
Leerdecke die Trittschalliibertragung stark beein- 
fluBt, laBt sich im Prinzip an Hand eines eindimen- 
sionalen Modelles zeigen. 

Es sei angenommen, dafi der Estrich Biegeschwin- 
gungen ausfthre, die, wenn die Anregung nur mit 
einer Frequenz erfolgt, immer durch . (43) 


7 ss , , _— 
V1, =V14 ar ee e Lhe yyy eit + ye kya 


dargestellt werden kénnen. Wenn die Zwischen- 
schicht seitlich entkoppelt ist, ist nach Gl. (6) der 
auf die Leerdecke wirkende Druck p= 1, s/iw. 

Nun sei aber im Gegensatz zu den bisherigen Rech- 
nungen angenommen, dafi die Leerdecke eine end- 
liche Lange J habe, und daf} sie an den beiden Enden 
drehbar gelagert sei. Diese Randbedingungen ent- 
sprechen zwar nicht genau der Praxis. Da es aber 
hier nur darauf ankommt zu zeigen, daB die Un- 
gleichheit der Randbedingungen des Estrichs und 
der Leerdecke zu einer zusatzlichen Schalliibertra- 
gung fuhrt, kann man diese vereinfachende An- 
nahme machen. Wenn man nun den Druck py, zu- 
sammen mit Gl. (43) in die Biegewellengleichung 
(7) einsetzt, erhalt man wieder eine erzwungene 
Schwingung mit der Wellenzahl k,, die aber im all- 
gemeinen die Randbedingungen nicht erfiillt. Man 
mu8 also auch hier wieder freie Schwingungen be- 
riicksichtigen und erhalt somit fiir die allgemeine 
Lésung 
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a She = | ves ne ees eae pee pee , sublists 2) (44) 
Bs (ky4 — ko*) sin kyl sin kyl sinh k,l sinh k,l 
mit ap stg Clie Eta ot) (P+ hy?) + (0's, oh o's oH) (hE h)], 
2 
a= gpg lle $1) lg? he) H00'1, $04.) (EEK), 
2 


sae 4 2 [(vy, ef 24 01_ eth?) (kg? — ky?) + (v4, eh 4 0y_ ef?) (ko? + k,?)], 
2 


ea aoe [ (ops +01) (ho? — hey?) + (01, + 0'1_) (he? + 2) ]. 


Nimmt man nun an, da der Estrich so grof ist wie 
die Leerdecke und genau dieselben Randbedingun- 
gen hat, dann treten im Estrich keine Nahfelder auf 
(d.h. v4, =v y-=0) und au®erdem ist an den 
Enden die Schnelle null (d. h. vj, = —v;,_). Fuhrt 
man nun diese Werte in Gl. (44) ein, so sieht man, 
da8 nur das erste Glied, namlich die erzwungene 
Schwingung, tbrigbleibt. Bei genau gleichen Rand- 
bedingungen von Estrich und Leerdecke treten also 
Keine freien Schwingungen auf, und zwar deswegen, 
weil die erzwungenen Schwingungen schon allein den 
Randbedingungen geniigen. 

Ganz anders liegen die Verhaltnisse, wenn der 
Estrich andere Randbedingungen hat, z.B. wenn 
er — wie das in der Praxis der Fall ist-— beider- 
seits frei ist. In diesem Fall fuhrt die Bedingung, 
dai an den Randern das Biegemoment verschwinden 
mu, zu den Gleichungen 


M1444. =04, +0'4- 

und y,e 4p, etelay ys, etl4y’, ee h!, 
Damit wird aus Gl. (44) 

V>= eke S es 

Bo (ky* — ko*) 


sinkyx | sinh ky i] 
e ( Ee Gk 


SSS aN 


Aus dieser Gleichung sieht man, dafs bei den ge- 
wahlten Randbedingungen in der Leerdecke freie 
Wellen auftreten, deren Amplituden bei nicht allzu 
groBer Dampfung so hohe Werte annehmen konnen, 
daf} sie schlieBlich die Schnelle allein bestimmen. 

In Bild 13 sind die berechneten Schwingungen 
einer beiderseits drehbar gelagerten Leerdecke auf- 
getragen; einmal, wenn der Estrich die gleichen 
Randbedingungen hat, und einmal, wenn der Estrich 
beiderseits frei ist. Die Kurven a, und ay zeigen die 
Schwingungen des Estrichs, die Kurven b, und b, 
die der Leerdecke. Wie man sieht, ist im Fall b,, der 
der Praxis etwa entspricht, die freie Schwingung 
der Leerdecke sehr viel grofer als die erzwungene, 
obwohl bei der Rechnung angenommen wurde, da8 
die Anregung bei einer Frequenz erfolgt, die zwi- 
schen zwei Resonanzfrequenzen der Leerdecke liegt. 
(Die erzwungenen Schwingungen sind nach Gl. (44) 
im Fall a und b gleich, da der Estrich in beiden Fal- 
len mit der gleichen Amplitude schwingt.) Wiirde 
man annehmen, dafi die Anregung genau mit einer 
Resonanzfrequenz erfolgt, so wtrde vy, wegen 


\e- (vy? 4y,_ eth!) x 


sinh ky (J — 2) 


stn Fe —2) 
sinh k,l 


sin kyl 


| (45) 


ba e 


freie Welle 


Bild 13. a,: 
ag: 
b;: 


bg: 


Schwingungen eines beiderseits drehbar gelagerten Estrichs, 

Schwingungen eines beiderseits freien Estrichs, 

Schwingungen einer beiderseits drehbar gelagerten Leerdecke, die durch Schwin- 
gungen der Art a, angeregt wird, 

Schwingungen einer beiderseits drehbar gelagerten Leerdecke, die durch Schwin- 
gungen der Art ay angeregt wird. 
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sin kgl—+0 noch hohere, nur von der. Dampfung 
abhangige Werte erhalten. 

Da sink,l stets kleiner als eins ist, kann man 
annehmen, da auch im Mittel uber ein breites Fre- 
quenzband die freie Schwingung grofer ist als die 
erzwungene. 

Man kann iibrigens aus Gl. (44) auch sehen, dah 
nicht nur dann, wenn der Estrich frei liegt, in der 
Leerdecke freie Wellen auftreten, vielmehr ist bei 
ungleichen Randbedingungen in den meisten Fallen 
diese Art der Anregung moglich. Man kann daher 
den Einflu8 der Ungleichheit der Randbedingungen 
durch folgenden Versuch nachweisen. Auf einem 
sehr weich gelagerten Glasstab von 1m Lange und 
8mm Dicke lag eine weiche Schicht und darauf ein 
Glasstab derselben Lange mit einer Dicke von 3 mm. 
Wenn die beiden Stabe genau tbereinander liegen, 
haben sie auch dieselben Randbedingungen. Wenn 
man sie gegeneinander versetzt, sind die Rand- 
bedingungen nicht mehr gleich. Es wurde nun erst 
der dicke Stab mit einem Korperschallsender an- 
geregt und der Schnellepegel L, gemessen. Dann 
wurde der diinne Stab dariibergelegt und mit dem 
gleichen Korperschallsender angeregt. Es ergab sich 
nun bei gleichen Randbedingungen der Pegel L,’ in 
dem dickeren Stab und bei ungleichen Randbedin- 
gungen Ly”. 

Die Differenzen L,—L,’ und L,—L,” sind in 


Bild 14 aufgetragen. (Die Messungen waren wegen 


y"° 
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Bild 14. Einflu8 der Randbedingungen auf die Verbes- 
serung durch schwimmende Estriche; 

gleiche Randbedingungen, 

A atohthese ungleiche Randbedingungen, 

—-—w— nach Gl. (17) berechnete Werte. 
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der zusatzlichen Luftschalliibertragung nur bis 
800 Hz durchfiihrbar.) Man sieht, da8 bei gleichen 
Randbedingungen die Pegeldifferenz durch Gl. (17) 
gegeben ist, wahrend bei ungleichen Randbedingun- 
gen, bei denen die freien Wellen auftreten, die Dif- 
ferenz verkleinert wird, obschon die tibertragende 
Strecke verkiirzt wird. ~ 

Die Tatsache, daB die Verschiedenheit der Rand- 
bedingungen zwischen Estrich und Leerdecke das 
Ergebnis so stark beeinflussen kann, lat es nun lei- 
der unwahrscheinlich werden, dafs die in Bild 5 ge-. 
zeigten Abweichungen sich durch eine allgemein 
giiltige Formel erfassen lassen. In der Tat sind diese 
Abweichungen auch nach den neueren Beobachtun- 
gen von K. Gésetz [7] je nach Leerdecke verschie- 
den. 

Als praktisch verwertbare Formel bleibt daher 
nach wie vor nur die aus der einfachen Theorie sich 
ergebende Formel (17), die zugleich das Optimum 
an Verbesserung beschreibt, das sich mit einem 
schwimmenden Estrich erzielen la8t. Um diesem 
Optimum méoglichst nahe zu kommen, ist es nur 
notig, Zwischenschichten mit einem spezifischen Str6- 
mungwiderstand von wenigstens 20gs ‘cm? zu 
verwenden und Estriche mit hinreichend grofer inne- 
rer Dampfung. 


Die vorliegenden Untersuchungen wurden im 
Auftrag und mit Mitteln des Bundesministeriums fiir 
Wohnungsbau durchgefihrt. 


(Eingegangen am 12. Januar 1959.) 
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UBER DAS VERHALTEN VON BARIUMTITANAT- 
ROHRSCHWINGERN, DIE IN RADIALRESONANZ 
NACH AUSSEN ABSTRAHLEN 


von R. Escur 


Siemens-Schuckertwerke AG, Technische Stammabteilung, Erlangen 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Der Impedanzverlauf von Bariumtitanat-Rohrschwingern in der Umgebung der Radial- 
resonanz ergibt bei Abstrahlung nach auSen einen elektroakustischen Wirkungsgrad von 
etwa 90%. 

Das Verhalten solcher Schwinger bei Anregung radialsymmetrischer Kiihlsysteme wird 
mitgeteilt. 

Durch Umlenkung eines Teiles der radial abgestrahlten Schallwelle mittels eines ellipti- 
schen Reflektors wird eine relativ gute Richtwirkung erzielt. Ein nach diesem Prinzip arbei- 
tender Grofiflachenschwinger fiir eine Schalleistung yon maximal 1,6kW (2 W/cm?) wird 
beschrieben. 


Summary 


The impedance curve of Ba-TiO,-transducers in the neighbourhood of radial resonance 
shows in external radiation an efficiency of about 90%. The behaviour of such transducer 
when employed in radially-symmetrical cooling systems is investigated. 

By sending part of the radially-emitted sound wave into an elliptical reflector a good 
directional effect is obtained; one such transducer of large surface for a power of 1.6 kW 
(2 W/em?) is described. 


Sommaire 


La variation d’impédance des oscillateurs tubulaires en titanate de baryum rayonnant 
a Yextérieur aux environs de la fréquence de résonance des vibrations radiales indique un 
rendement électro-acoustique maximum d’environ 90%. 

On décrit comment de tels oscillateurs se comportent étant excités suivant une symétrie 
radiale des systemes vibrants munis de réfrigération. 

Une partie des ondes sonores émises radialement est rassemblé par un réflecteur 
elliptique; on obtient ainsi une directivité sensiblement bonne. On décrit un émetteur de 
grande surface fonctionnant d’aprés le principe exposé et dont la puissance sonore maxima 


est 1,6kW (2 W/cm?). 


Bariumtitanat-Rohrschwinger konnen bekanntlich 
in drei Grundfrequenzen zu Resonanz erregt werden 
(von Biegeresonanzen abgesehen) : 


Lingsresonanz: f; =ca/2L, 
Dickenresonanz: fa=c/2d, 
Radialresonanz: f;=ca/2 27m; 


¢, Schallgeschwindigkeit der Longitudinalwelle im 
BaTiO, , 

ca Schallgeschwindigkeit der Dehnwelle im BaTiOs , 

d  Wandstarke des BaTiO,-Zylinders, 

L_ Lange des BaTiO,-Zylinders, 

Tm= (ra +rj)/2 mittlerer Radius des BaTiO,- 
Zylinders. 


In dieser Arbeit soll nur die Radialresonanz- 
frequenz in Betracht gezogen werden. Sie liegt bei 


einem Rohrschwinger (L=150 mm, 7,=34 mm, 
d=6mm) bei etwa 23,1 kHz (Betrieb in Luft). Der 
Schwinger wird an den Stirnflachen kontaktiert, 
seine AuSenflache ist zum Schutz gegen Kavitation 
glasiert. 

Der Impedanzverlauf des Rohrschwingers bei Ab- 
strahlung nach auSen ist in Bild 1 dargestellt. Aus 
dem Grofenverhaltnis der beiden Leitwertkreise er- 
gibt sich ein elektroakustischer Wirkungsgrad von 
etwa 90%, hervorgerufen durch den hohen Strah- 
lungswiderstand (etwa 450 @) und die kleine mit- 
schwingende Mediummasse. 

Die Anwendung eines solchen Schwingers mit 
hohem Wirkungsgrad ist einfach bei radialsymmetri- 
schen Beschallungsproblemen, dagegen schwieriger 
bei grofBflachigen gerichteten Schallstrahlern. Fiir 
beide Anwendungen wird im folgenden ein Beispiel 
gebracht. 
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Bild 1. Ortskurve eines nach aufen abstrahlenden Rohr- 
schwingers in der Umgebung der Radialresonanz 


a) in Luft, b) in Wasser; Noa ~ 94%. 


Radialsymmetrische Anwendung: Der Ultraschall- 


Tauchkiihler 


Das Gerat (Bild 2) bezweckt die Freihaltung von 
Kiihlflachen (Verhinderung von Anlagerungen z. B. 
bei Unterktthlung gesattigter Losungen und Erhal- 


Bild 2. Aufbau des Ultraschall-Tauchkiihlers. 
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tung bzw. Erhohung des Warmeiiberganges) durch 
Ultraschallschwingungen. Ein Edelstahlmantel, der 
aufen mit schraég gestellten Langsrippen versehen 
ist, wird von innen her durch zwei parallelgeschal- 
tete Rohrschwinger in Schwingungen versetzt. Als 
Kopplungs- und Kuhlflissigkeit wird Wasser bei 
4 atti (Kavitationsschutz der Schwinger) verwendet. 
Die Schwinger sind in Langsrichtung verschiebbar 
angeordnet und kénnen so auch Kihlsysteme gro- 
Serer Lange bestreichen. Der Leistungsbedarf dieses 
Tauchkihlers betragt maximal 700 W (HF-Leistung), 
die Schwingerspannung maximal 400 Vor, die Fre- 
quenz 22,5 kHz. 

Der die Rohrschwinger umgebende Kiihlmantel 
aus Edelstahl, dessen radiale Eigenfrequenz unter- 
halb der Arbeitsfrequenz liegt, stellt einen akusti- 
schen Massenwiderstand dar: 3 


Z=Z+joM 


mit Z= 0c Wellenwiderstand des Wassers und M spe- 
zifische Wandmasse des Kiihlmantels. 

Fiir den stehenden Wellenanteil innerhalb des 
Kiihlmantels hat der Schallwechseldruck p die Form 


p =H,® (kr) + RH (kr+7) ~ 


a~ V2/x kr eiv? x 
x [wir —nlst712) 4. R eiler—al4tyl2)] ° 


|p! ee V2/nkr x 
x |/ 1+ R42 Roos (2kr—% +7), 


P tee ee (1 ate R) V2/nkr 
(Hy“, Hyp® Hankelfunktion 1. und 2. Art). 


Bild 3a zeigt |p| als Funktion von r bei den Rand- 
bedingungen: . 


w 


rm 


= 


NO 


=< 


Schallwechseldruck |p! in rel.Einheiten —> 


r, Pr, 
Abstand von Schwingermittelachse rp —> 


Bild 3. Schalldruckverlauf im Tauchkiihler 

Schwinger und Kiihlmantel 150mm 
(a) berechnet (Kiihlmantel ohne Rippen), 

(b) gemessen (Kiihlmantel mit schrég aufge- 

schweiBten Kiihlrippen), 
o—o Tauchkiihler in Wasser (R=0,45), 
e----@ auSerhalb des Kiihlmantels Luft 
(R=1). 


zwischen 


eee Fas bas eo 
+ v | 


eo 
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Reflexionsfaktor R ~ 0,45 (aufSerhalb des Kiihl- 
mantels Wasser) , 
(auBerhalb des Kuhl- 
mantels Luft), 
Phasensprung am Kthlmantel y~ 1,22. 


und R = 1 


Bei dieser Abschatzung ist die sicherlich vorhan- 
dene Ausbildung von stehenden Wellen in axialer 
Richtung nicht beriicksichtigt. Daher kann es nicht 
uberraschen, daf} die berechnete Lage von | Pp |min = 
= (1—R)/2/xkr nicht mit der experimentell be- 
stimmten zusammenfallt (Bild 3b). Aus mehreren 
Ausmessungen des Schallfeldes zwischen Kiihler und 
Schwingmantel mit Hydrofon! ergab sich ein opti- 
maler Kiihlmanteldurchmesser von 150 mm. Grofere 
Durchmesser sind zwar akustisch giinstig, wegen des 
zur Vermeidung von Kavitationserosion notwendi- 
gen Uberdruckes in der Kopplungsfliissigkeit miBte 
dann aber die Wandstarke erhoht werden, so dak 
der Kihlmantel weniger nachgiebig wird. Radial 
aufgeschweiBte Kihlrippen wiirden ebenfalls eine 
unerwiinschte Versteifung des Kiihlmantels bewir- 
ken. Schrag aufgesetzte Rippen verandern dagegen 
den Schalldruckverlauf nicht wesentlich. 


Gerichtete Abstrahlung: Grob flachenschwinger 
(,,Ultraschallwerfer“ ) 


Um die von einem Rohrschwinger radial abge- 
strahlte Schallwelle in eine Richtung zu lenken, ist 
ein Reflektor notig. Wenn eine gute Richtwirkung 
erreicht werden soll, muB die resultierende Abstrahl- 
flache groB gegen die Wellenlinge im Wasser 
(A ~ 6,7 cm) sein. Andererseits darf diese Abstrahl- 
flache im Interesse einer hohen Schallstarke nicht zu 
gros sein, da die Flachenbelastbarkeit des Schwin- 
gers begrenzt ist. Bild 4 zeigt eine Anordnung von 
zwei Schwingern mit Reflektor, wobei die Abstrah!- 
flache etwa eben so groB wie die AuSenflache der 
Schwinger ist. In der geometrischen Brennlinie des 
elliptischen Reflektors ist die Schwingerachse an- 
geordnet. Auf der Abstrahlseite ist das System durch 
ein schalldurchlassiges, kavitationsfestes Fenster ab- 
geschlossen. Das Innere des Reflektorgehauses ist 
schallweich ausgekleidet. Zur Vermeidung von Ka- 
vitation wird innerhalb des Gehauses Wasser mit 
einem Druck von 5 atii hindurchgepumpt. Gegen 
diesen Uberdruck ist das akustische Fenster durch 
einen Raster abgestiitzt. Bei einer Abstrahlflache 
von 750 cm? und einer HF-Leistung von 2 kW be- 
tragt die Schallstarke am akustischen Fenster etwa 
2 W/cm?. 

Da die Schwinger keine ,,linienformige“ Schall- 
quelle darstellen (27,, ~ 4) und die Breite der Ab- 


1 Bariumtitanat-Hohlkugel, AuBendurchmesser 7 mm, 
Empfindlichkeit etwa —105 dB bezogen auf 1 V/ub, 


_Grenzfrequenz etwa 100 kHz. 
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Bild 4. Ultraschallwerfer (a) ge6dffnet, (b) geschlossen. 


strahlflache nur etwa 3,5 betragt, ist nicht zu er- 
warten, da das Schallfeld etwa dem geometrischen 
Strahlengang entspricht. Vielmehr wird sich eine mit 
einem Offnungswinkel von etwa 120° austretende 
Zylinderwelle dem vom Reflektor zuriickgeworfenen 
Schallfeld tiberlagern, wobei das reflektierte Feld 
teilweise durch die Schwinger selbst abgeschirmt 
wird. 

Die Richtcharakteristik dieses Systems wurde in 
einem groBen Wassertank von etwa 50m x 20m x 2m 
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auBerhalb des Nahfeldes in verschiedenen Abstan- 
den vom Schwinger aufgenommen. Um stehende 
Wellen zu vermeiden, wurde der Schwinger impuls- 


Bild 5. Richtcharakteristik des Ultraschallwerfers, Ab- 
strahlung in Wasser, Abstrahlflache 23 cm x 32 cm 
= 750 cm?, 

Kurve 1 +——+ : Messung in 0,3m Abstand, 
Kurve2 ©---© ; Messung in 1 m Abstand, 


Kurve 3 @—®e : Messung in 2. m Abstand. 
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getastet. Die Impulsfrequenz betrug etwa 170 Hz, 
die Impulsdauer t etwa 0,58 ms, entsprechend einer 
Impulslange von 13 4 oder 85 cm. 

Das Ergebnis dieser Messungen (Bild 5) zeigt, da 
die Schallenergie in drei Strahlen und im wesent- 
lichen innerhalb eines Offnungswinkels @= + 30° 
abgestrahlt wird. Mit der ,,dichtbesetzten“ Kolben- 
membran gleicher Breite ware ein Offnungswinkel 
= + 15° zu erreichen. 

Beim Einsatz eines solchen Grofflachenschwin- 
gers, z.B. zur Reinigung, ftihrt die Richtwirkung 
des Systems zu einer groeren wirksamen Reich- 
weite. Infolge des guten Wirkungsgrades der Schwin- 
ger wird die Reinigungsflaiche bei gleicher Schall- 
starke und gleicher aufzuwendender HF-Leistung 
gegentiber konventionellen Schwingern erheblich ver- 
groBert. 

Nach auSen abstrahlende BaTiO,-Rohrschwinger 
benotigen bei hcherer Leistung stets eine Kopplungs- 
fliissigkeit, in der Kavitation vermieden wird, was 
durch einen entsprechenden Uberdruck erreicht wer- 
den kann. Da diese Kopplungsflissigkeit gleichzeitig 
zur Kihlung dient, ist Resonanzfrequenz und An- 
passung der Schwinger weitgehend unabhingig von 
den akustischen Eigenschaften und der Temperatur 
des Behandlungsgutes. Die ,,Kontaktflache“ zum Be- 
handlungsgut kann korrosions- und kavitationsfest 
ausgebildet und leicht ausgewechselt werden. 

(Eingegangen am 4, Marz 1959.) 


PLEKTRISCHE ERSATZKREISE 
FUR NICHTQUASISTATIONAR SCHWINGENDE 
Mare RiALAK TIVE (PIEZOELEKTRISCHE, 
ELEKTROSTRIKTIVE, MAGNETOSTRIKTIVE) 
ELEKTROMECHANISCHE WANDLER 


von F, A. FiscHER 


Fernmeldetechnisches Zentralamt, Darmstadt 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E.h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Durch gedanklichen Aufbau eines nichtquasistationér schwingenden materialaktiven 
Wandlers aus Elementen, die quasistationar schwingen, werden an Hand der bekannten Er- 
satzkreise fiir die letztgenannten, auch fiir die nichtquasistationdr schwingenden Wandler 
Ersatzkreise gewonnen, bei denen jedem einzelnen differentiellen mechanischen Schwin- 
gungselement des Wandlers ein ganz bestimmtes differentielles elektrisches Schwingungs- 
element im Ersatzkreis entspricht und umgekehrt. Es werden dabei die nichtquasistationaéren 
mechanischen Schwingungsgebilde des Wandlers durch nichtquasistationdr schwingende elek- 
trische Schwingungsgebilde im Ersatzkreis dargestellt. 


Summary 


By building up the transitory vibrations of a materially-active transducer out of units of 
quasi-stationary vibrations, equivalent circuits are constructed for the former from the 
known equivalent circuits of the latter. Each individual differential mechanical vibrating 
element of the transducer corresponds to a definite differential element in the circuit. In this 
way the transitory mechanical vibrations in the transducer are replaced by transitory elec- 
trical oscillations in the equivalent circuit. 


Sommaire 


En constituant par la pensée un transducteur 4 oscillations non quasi-stationnaires et a 
matérial actif au moyen d’éléments ayant des oscillations quasi-stationnaires, on obtient 
aussi pour le transducteur 4 oscillations non quasi-stationnaires, 4 partir des circuits équi- 
valents connus des éléments ci-dessus, des circuits équivalents dans lesquels il correspond a 
chaque élément oscillant mécanique différentiel du transducteur un élément oscillant élec- 
trique différentiel tout a fait déterminé, et inversement. Dans ces conditions, les configura- 
tions oscillantes mécaniques non quasi-stationnaires du transducteur sont représentées dans 


le circuit équivalent par des configurations oscillantes électriques a oscillations non quasi- 


stationnaires. 


Es geniigt, die Betrachtungen der materialaktiven 
elektromechanischen Wandler auf diejenigen mit 
elektrischen Feldern zu beschranken, da die Uber- 
tragung der Ergebnisse auf die Wandler mit magne- 
tischen Feldern keine neuen Gesichtspunkte erfordert. 

Bei einem materialaktiven elektrischen Wandler 
entstehen an seinen Belegungen auSer den durch 
die Wirkung seines Materials als Dielektrikum be- 
dingten Ladungen, die der elektrischen Feldstarke 
proportional sind, zusatzlich noch solche, die mit 
einer mechanischen Verdnderung (Verlangerung 
oder Verkiirzung) des Materials verkniipft sind. 

Entstehen diese zusatzlichen Ladungen nur dann, 
wenn ein elektrisches Feld vorhanden ist und sind 
sie im einfachsten Fall wie die dielektrischen Ladun- 
den der Feldstarke proportional, so spricht man von 
einem elektrostriktiven Wandler. Ein solcher bedarf 


also, genau wie der dielektrische Wandler, einer Po- 
larisierung durch ein elektrisches Gleichfeld und be- 
sitzt im unpolarisierten Zustand ein quadratisches 
Kraftgesetz. 

Bei gewissen Kristallen entstehen mit einer me- 
chanischen Veranderung verkniipfte zusatzliche La- 
dungen, die von einer etwa an den Kristall gelegten 
Feldstarke unabhaingig sind. Man nennt derartige 
Kristalle piezoelektrisch. Sie besitzen ein lineares 
Kraftgesetz und bediirfen keiner Polarisierung durch 
ein elektrisches Gleichfeld. 

Man kann grundsatzlich jeden elektrischen Wand- 
ler auf zwei verschiedene Weisen behandeln [3], in- 
dem man entweder von konstanter Ladung (Strom) 
oder von konstanter Spannung ausgeht. 

Betrachten wir zunachst die Wandler, bei denen 
die elektrischen Kraftlinien mit dem mechanischen 
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Ausschlag gleichgerichtet sind, wie bei dem ,,norma- 
len“ dielektrischen (grad e-) Wandler [2]. 


Macht man mit diesen Wandlern bei konstanter 
Ladung, also beispielsweise im elektrisch offenen 
Zustand, einen mechanischen Belastungsversuch, so 
ist die von den Ladungen verursachte mechanische 
Gegenkraft unabhangig vom Ausschlag. Fiihrt man 
dagegen den gleichen mechanischen Belastungsver- 
such bei konstanter Spannung aus, also beispiels- 
weise bei elektrisch kurzgeschlossenem Wandler 
(wobei sich der Kurzschlu8 bei den Wandlern mit 
Polarisierung natiirlich nicht auch auf die Polarisa- 
tionsspannung erstrecken darf), so hangt die Kraft 
auBer von der Wechselspannung auch noch vom 
Ausschlag ab. Die vom Ausschlag abhangige Gegen- 
kraft tauscht eine mechanische Nachgiebigkeit vor, so 
da die gesamte bei konstanter Spannung gemes- 
sene mechanische Nachgiebigkeit c, eine andere 
ist, als die bei konstanter Ladung gemessene, die 
wir mit c, bezeichnen wollen. 


Da bei der Bestimmung der Nachgiebigkeit c, 
keine elektrisch bedingten mechanischen Gegenkrafte 
mitspielen, so lat sie sich bei den polarisierten 
Wandlern, bei- denen sich die Polarisierung abschal- 
ten lait, auch durch einen mechanischen Belastungs- 
versuch im unpolarisierten Zustand ermitteln. Dabei 
ist es natiirlich ganz gleichgiltig, ob der Wandler 
elektrisch offen oder geschlossen ist. Es ist daher bei 
diesen Wandlern cy die rein mechanisch bedingte 
Nachgiebigkeit. Wenn man daher mit H. Hecur [1] 
Wert darauf legt, in der theoretischen Behandlung 
und dem sich daraus ergebenden Ersatzschema eine 
Trennung in mechanisch und elektrisch bedingte 
Energietrager zu erhalten, so muf} man bei diesen 
Wandlern die Kraft der Ladung proportional an- 
setzen. Setzt man statt dessen die Kraft der Span- 
nung proportional an, so mu mit der Nachgiebig- 
keit c,, gerechnet werden, die nicht nur von rein me- 
chanischen, sondern auch noch von elektrischen 
Daten abhangt. 


Da bei den piezoelektrischen Wandlern eine Ab- 
schaltung der elektrischen Vorgange nicht moglich 
ist, so verliert bei diesen Wandlern die Frage, 
welche der beiden Nachgiebigkeiten die rein mecha- 
nisch bedingte sei, ihren Sinn. Es gibt hier keinen 
mechanischen Vorgang, der nicht mit elektrischen 
Vorgangen verkniipft ist. Dies gilt auch fiir die 
Wandler aus Materialien wie Bariumtitanatkeramik. 
Diese besitzen zwar im unpolarisierten Zustand ein 
quadratisches Kraftgesetz, was auf ein elektrostrik- 
tives Verhalten schlieBen Jat. Sie verhalten sich 
aber nach elektrischer Formierung praktisch wie ein 
piezoelektrisches Material. Wenn man aber ein sol- 
ches Material, das eine remanente Elektrisierung be- 
sitzt, vollkommen entpolarisiert, so ist mit ihm eine 
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so grundlegende physikalische Veranderung vor sich 
gegangen, daf} man keine Berechtigung hat, die 
dann gemessene mechanische Nachgiebigkeit als die 
wahre mechanische Nachgiebigkeit im elektrisch for- 
mierten Zustand anzusehen. 


Nach den bisherigen Ausfiihrungen konnte man 
annehmen, daf} es geniigen wiirde, sich auf eine ein- 
zige Darstellungsart fiir alle elektrischen Wandler 
zu beschranken und daB man dann zweckmabiger- 
weise der mit konstanter Ladung den Vorzug zu ge- 
ben hatte, da dann bei allen Wandlern mit abschalt- 
barer Polarisation c, mit der rein mechanisch be- 
stimmten Nachgiebigkeit tbereinstimmen wurde. 


Dies ist jedoch aus zwei Griinden nicht der Fall. 

Der eine Grund ist der, daB bei den elektrischen 
Wandlern, bei denen die elektrischen Kraftlinien 
und der mechanische Ausschlag senkrecht aufein- 
ander stehen, wie dem ,,tangentialen“ dielektrischen 
(grad e-) Wandler [2], gerade bei konstanter Span- 
nung eine vom Ausschlag unabhangige mechanische 
Kratt erzeugt wird und daher bei diesen Wandlern, 
soweit sie nicht piezoelektrischer Natur sind, die 
Nachgiebigkeit c, der rein mechanisch bedingten 
Nachgiebigkeit entspricht, die man auch bei ausge- 
schalteter Polarisationsspannung miBt. ; 


Ein zweiter Grund ergibt sich, wie A. Lenx [4] 
gezeigt hat, bei der Behandlung nichtquasistationar 
schwingender Wandler. Da hier bei den Wandlern, 
bei denen die elektrischen Kraftlinien mit der me- 
chanischen Schwingungsrichtung gleichgerichtet sind, 
wie beispielsweise beim piezoelektrischen Dicken- 
schwinger, trotz des nichtquasistationiren Schwin- 
gungszustandes unter allen Umstanden die dielek- 
trische Verschiebung D raumlich konstant bleibt 
(wahrend die elektrische Feldstarke E von Ort zu 
Ort verschiedene Werte annimmt), nimmt nur die 
Betrachtung des Wandlers mit konstanter Ladung 
vergleichsweise einfache Formen an. Bei den Wand- 
lern, bei denen die elektrischen Kraftlinien senkrecht 
zur mechanischen Schwingungsrichtung verlaufen, 
wie beispielsweise beim piezoelektrischen Langs- 
schwinger, ist im quasistationaéren Zustand die elek- 
trische Feldstarke £ raumlich konstant, wahrend die 
dielektrische Verschiebung D von Ort zu Ort ver- 
schiedene Werte annimmt. Hier nimmt daher nur 
die Betrachtung des Wandlers mit konstanter Span- 
nung vergleichsweise einfache Formen an. 


Es ist also aus den beiden geschilderten Griinden 
erforderlich, dafs wir uns sowohl mit der Darstel- 
lungsart der elektrischen Wandler bei konstanter 
Ladung, als auch mit der bei konstanter Spannung 
vertraut machen. 


Die infolge des Umwandlungsprozesses auf der 
mechanischen Seite des Wandlers elektrisch erzeugte 
mechanische Kraft steht natiirlich nicht voll an sei- 
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nen ,,mechanischen Klemmen“ zur Arbeitsleistung 
zur Verfiigung. Sie hat nur den Charakter einer 
Quellkraft (Urkraft) und wir miissen, um zu der 
verfuigbaren Klemmenkraft zu gelangen, noch den 
Kraftabfall an der inneren mechanischen Impedanz 
des Wandlers beriicksichtigen. Je nachdem, ob wir 
nun die Quellkraft der Ladung oder der Spannung 
proportional ansetzen (mit den Proportionalitats- 
konstanten a, bzw. a,,), also von konstanter Ladung 
bzw. Spannung ausgehen, miissen wir als Nachgie- 
bigkeit bei der Berechnung der inneren Impedanz c, 
bzw. c, verwenden. Bezeichnen wir die betreffenden 
Impedanzen mit W;! bzw. W;", so erhalt man fiir 
die Klemmenkraft K, als Funktion des Stromes I, 
bzw. der Spannung U, und der Schnelle V; die Aus- 
driicke 


K,=0, & —Wev,, (La) 
J]@ 
bzw. K,=a,U,—W;“V,. (1b) 


Zur vollstandigen Beschreibung eines elektro- 
mechanischen Wandlers als elektromechanischer Vier- 
pol gehort zu jeder dieser beiden Gleichungen noch 
eine zweite. Diese erhalt man auf dem Wege tuber 
eine Energiebilanz. 

Das elektrische Feld des Wandlers erzeugt wie 
jedes solche Feld Faraday-Maxwellsche Spannungen. 
Die Wirkung dieser Spannungen kann man anschau- 
lich darstellen, indem man sagt, daf sich die elek- 
trischen Kraftlinien zu verkiirzen und auseinander zu 
driicken suchen. Beide Tendenzen kommen auf eine 
VergroBerung der Kapazitat des Wandlers hinaus. 

Betrachtet man nun den Wandler bei konstanter 
Ladung, so verringert sich die Energie seines elek- 
trischen Feldes bei einer VergroSerung der Kapazi- 
tat um einen gewissen Betrag, der in mechanische 
Energie verwandelt wird. Diese Energie wird bei 
mechanisch unbelastetem Wandler und extrem lang- 
samer Bewegung ausschlieBlich in der Elastizitat 
des Wandlers gespeichert. Da der Kapazitatserho- 
hung bei konstanter Ladung eine Spannungsernied- 
rigung entspricht, so ist also, wenn wir die Momen- 
tanwerte der Wechselgrofen mit kleinen lateinischen 


Buchstaben und den der Quellkraft mit k bezeichnen 
“= Sano 
me 5 Ie. 


Setzt man hierin fiir die Quellkraft 
k= G79; 


so erhalt man die von der mechanischen Bewegung 
erzeugte Teilspannung 
U= — Agr. 

Zu dieser Teilspannung muf man noch den Span- 
nungsabfall tiber der Ruhekapazitét Cy addieren, 
um die gesamte Klemmenspannung zu erhalten. Fiir 
diese gilt also 
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ES eaten 


aenyan jo 


U, (2a) 

Dies ist die zweite Vierpolgleichung eines elektri- 
schen Wandlers bei konstanter Ladung. 

Betrachtet man dagegen den Wandler bei kon- 
stanter Spannung, so vergrofert sich die Energie 
seines elektrischen Feldes bei einer Vergro®erung 
der Kapazitat. Es wird also hier keine Energie aus 
dem Feld in mechanische Energie verwandelt. Fur 
den in mechanische Leistung umgesetzten Teil der 
zugefiihrten elektrischen Leistung gilt 


iti 
Setzt man hierin fiir die Quellkraft 
=a, wu’; 
so erhalt man den von der mechanischen Bewegung 
verursachten Teilstrom 
1=,v. 
Zu diesem Teilstrom mui} man noch den Strom 
addieren, der in die Ruhekapazitat flieBt, um die ge- 
samte Einstromung an den Klemmen des Wandlers 


zu erhalten. 
Fir diese gilt also 


Ey aC, U4 oo. (2b) 


Dies ist die zweite Vierpolgleichung eines elek- 
trischen Wandlers bei konstanter Spannung. 
Bringt man das eine Gleichungssystem 


Us sate v Pek, ae I, 
joy jo 

= (lash) 

K, at asd V; 

j@ ; 

auf die Form des anderen 

ee ( QiCy ty y) pak 
K, = Oy a Wy V, > ( a, ) 


so erhalt man die Beziehungen 
Qy/%q =Co, 
Pee aiat Gt 
jo 

Der Spezialfall, dafi der mechanische Innenwider- 
stand eine reine Federung darstellt, liefert die ein- 

fache Relation 
1 ] 


, 
ReaD EC f 
Cy oft Crmpmey 


9 
] 2 Oye 


Man schreibt diese Beziehung auch in der Form 
Co/Cu a x? 
mit a == * Co eg 


und nennt x? den elektromechanischen Kopplungs- 
grad. Dieser ist beim Betrieb des Wandlers mit kon- 
stanter Ladung fir hinreichend tiefe Frequenzen 
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gleich dem Verhaltnis der mechanischen Blindlei- 
dene ee =F ay? q?c, zur elektrischen Blindlei- 


stung = ( q?/Cy) des mechanisch unbelasteten Wand- 
lers. 

Wenn wir nun zu elektrischen Ersatzkreisen kom- 
men wollen, so miissen wir zunachst dafiir sorgen, 
da® in den Vierpolgleichungen (1 a,b) und (2a, b) 
nur GroBen vorkommen, die die Dimension einer 
elektrischen GréBe besitzen. Dies gelingt leicht, 
wenn man bedenkt, daB K,-j/a, ein Strom und 
V,*a,/j @ eine Spannung, sowie K,/a, eine Span- 
nung und 2, V; ein Strom ist. 

Fiihrt man diese Groen in die Vierpolgleichun- 


gen ein, so lauten diese (1c) 
pe es ee 
_[ joc, 
; e. 2W,4a 
i? K fleeces EME 
OF ane jo 
und entsprechend 
I, j w Co 1 Us; 
K, = hee We ny V; Q c) 


Diesen Gleichungen entsprechen die in den Bil- 
dern 1 und 2 gezeichneten elektrischen Ersatz- 
schemata. In diesen bedeuten die viereckigen Rah- 
men eine elektrische Impedanz von der Grofe des in 
den Rahmen geschriebenen Ausdrucks. 

Es sollen nun im folgenden zunachst einige’ Bei- 
spiele fur Ersatzkreise quasistationar schwingender 
Wandler gegeben werden. Bei diesen soll aber nicht 
nur global der Wert der die mechanische Impedanz 
reprasentierenden elektrischen Impedanz angegeben 
werden, sondern es soll jedem einzelnen mechani- 


oO 


Bild 1. Elektrischer Ersatzkreis fiir einen elektrischen 
elektromechanischen Wandler fiir den Fall kon- 


stant gehaltener Ladung. 


Bild 2. Elektrischer Ersatzkreis fiir einen elektrischen 
elektromechanischen Wandler fiir den Fall kon- 


stant gehaltener Spannung. 
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schen Schwingungselement des Wandlers ein be- 
stimmtes elektrisches Schwingungselement im Er- 
satzkreis entsprechen. 

Besteht die innere mechanische Impedanz aus einer 
mechanischen Parallelschaltung einer Masse m, einer 
Nachgiebigkeit c, bzw. c, und einem Reibungs- 
widerstand r, so ergeben sich die in den Bildern 3 
und 4 gezeichneten Ersatzkreise. Wir sehen, daB wir 
hier, von Proportionalitatsfaktoren abgesehen, ganz 
zwangslaufig bei konstanter Ladung auf die Kraft- 
Stromanalogie und bei konstanter Spannung auf die 
Kraft-Spannungsanalogie gefiihrt werden. 

Das mechanische Schwingungsgebilde ist in Bild 5 5 
skizziert. 

Da man im allgemeinen nicht mit einer unendlich 
groBen Gegenmasse rechnen kann, wollen wir noch 
die Ersatzschemata fiir den in Bild 6 dargestellten 
» lonpilz“ betrachten, bei dem die Masse sich aus 
zwei parallel geschalteten Teilmassen m, und mg zu- 
sammensetzt. 

In den entsprechenden Ersatzschemata, Bilder 7 a 
und 8a, sind der Einfachheit halber die Verlust- 


widerstande unterdriickt. 


jw 
Tenenicg a's 
o— {+ > ze) 
2 2 
u| @ ig [124 Lme?| aay 
w? rw’ | of | jo 
o- ~0 


Bild 3. Spezieller elektrischer Ersatzkreis fiir einen elek- 
trischen elektromechanischen Wandler, bei dem 
die innere mechanische Impedanz aus einer me- 
chanischen Parallelschaltung einer Masse m, 
einer Nachgiebigkeit cy und einem Reibungs- 
widerstand r besteht und die Ladung konstant 
gehalten wird. 


Jum 2 
ifie Ch | ct ,V, 
U; - Co pi 
u 
oO —--—0 


Bild 4. Spezieller elektrischer Ersatzkreis fiir einen elek- 
trischen elektromechanischen Wandler, bei dem 
die innere mechanische Impedanz aus einer me- 
chanischen Parallelschaltung einer Masse m, 
einer Nachgiebigkeit c, und einem Reibungs- 
widerstand r besteht und die Spannung konstant 
gehalten wird. 


Bild 5. Das den Schaltbildern 
3 und 4 zugrunde 
liegende mechanische 
Schwingungsgebilde. 


K, 


6 idee ele 
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Da wir jetzt zu mehreren gekoppelten Tonpilzen 
iibergehen wollen, empfiehlt es sich, die Ersatzkreise 
fiir den einzelnen Tonpilz etwas umzuzeichnen. Dies 


Bild 6. 

K, Ein ,,Tonpilz“, das prak- 
tisch einfachste Schwin- 
gungsgebilde mit zwei ge- 
geneinander _ schwingen- 
den Massen von gleicher 
GroBenordnung. 

jo 
ieee 0%, Ks 
jo} kat 03 
3 mw? 
Us cand ah " Sty, 
(7) mow? jw 
og 
2 oO 
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ist in den Bildern 7b und 8b geschehen. Um die 
Identitaét mit den entsprechenden Kreisen der Bil- 
der 7a und 8a leichter zu erkennen, sind in allen 
Bildern die Klemmen mit Nummern versehen. 

Es ist nun leicht, die elektrischen Ersatzkreise fiir 
einen materialaktiven elektrischen Wandler zu zeich- 
nen, der mechanisch aus zwei gekoppelten Ton- 
pilzen, wie in Bild 9 skizziert, besteht. 

Werden die beiden materialaktiven Nachgiebig- 
keiten von demselben Strom durchflossen, so erhal- 
ten wir nach Bild7b den in Bild 10 dargestellten 


I; 
{Oo 
Te 

mw? jo 
oe ae 
9 Xq s 

Us t "f 
mow? gc a aay, 
oc? 9 we jo 5 


Bild 7. (a) Elektrischer Ersatzkreis eines elektrischen elektromechanischen Wandlers, 
wenn dessen mechanischer Teil ein Tonpilz ist und die Ladung konstant 


gehalten wird. 


(b) Elektrischer Ersatzkreis eines elektrischen elektromechanischen Wandlers, 
wenn dessen mechanischer Teil ein Tonpilz ist und die Spannung kon- 


stant gehalten wird. 


Bild 8. (a) Der gleiche Ersatzkreis wie in Bild 7 a in einer anderen Anordnung. 
(b) Der gleiche Ersatzkreis wie in Bild 7 b in einer anderen Anordnung. 


my 
oV, acy og 
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Kage ses m 
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©) 
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Bild 10, Elektrischer Ersatzkreis fiir 
einen elektrischen elektromechani- 
schen Wandler aus zwei gekoppel- 
ten Tonpilzen, wenn die beiden ma- 
terialaktiven Kapazititen vom sel- 
ben Strom durchflossen werden. 


Bild 11. Elektrischer Ersatzkreis fiir 

einen elektrischen elektromechanischen 

Wandler aus zwei gekoppelten Ton- 

pilzen, wenn an den beiden material- 

aktiven Kapazitaten dieselbe Spannung 
liegt. 


Bild 9. Zwei gekoppelte 
Tonpilze. 
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Ersatzkreis. Cy) und Cy» sind die beiden Ruhekapa- 
zitaten der beiden materialaktiven Elemente. Es ist 
in Bild 10 angenommen, da} die mechanische Klem- 
menkraft K, zwischen den beiden Massen m,, und 
M9 abgenommen wird, so wie in Bild 9 angedeutet. 

Liegen dagegen die beiden materialaktiven Nach- 
giebigkeiten an derselben Spannung, so erhalten wir 
nach Bild8b den in Bild11 dargestellten Ersatz- 
kreis. Auch hier ist angenommen, da} die mechani- 
sche Klemmenkraft zwischen den beiden Massen m4, 
und mg, angreift. 


y 
° 


Bild 12. Elektrischer Ersatzkreis fiir einen elektrischen 
elektromechanischen Wandler mit kontinuier- 
lich verteilten Schwingungselementen, wenn 
alle Elemente vom selben Strom durchflossen 
werden. 
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Bild 10 der in Bild 12 gezeichnete Ersatzkreis. Das 
dick ausgezogene Gebilde stellt eine Freileitung dar, 
mit dem Selbstinduktionsbelag L’ und dem Kapazi- 
titsbelag C’. Es ist angenommen, dais die Klem- 
menkraft an den beiden sonst frei schwingenden 
Enden des mechanischen Schwingungsgebildes ab- 
genommen wird. Ist das Schwingungsgebilde an 
einem Ende fest gelagert (unendlich grofe End- 
masse), so ergibt sich der in Bild 13 dargestellte Er- 
satzkreis. Der unendlich grofien Masse des festen 
Lagers entspricht ein Kurzschlu8 am Ende der Frei- 
leitung. 

Liegt dagegen an allen Teilelementen die gleiche 
Spannung, so ergibt sich aus Bild 11 der in Bild 14 
gezeichnete Ersatzkreis, wobei angenommen ist, dah 
die Klemmenkraft an den beiden sonst freien Enden 
des mechanischen Schwingungsgebildes abgenom- 
men wird. 

Wird ein Ende des Schwingungsgebildes fest ge- 
lagert, so ergibt sich schlieBlich der in Bild 15 ge- 
zeichnete Ersatzkreis. Der unendlich grofen Masse 
des festen Lagers entspricht das offene Ende der 
Freileitung. 

Damit haben wir gezeigt, daB es auch fir die 
nichtquasistationar schwingenden, materialaktiven 
Wandler in allen Fallen elektrische Ersatzkreise 


7 C BF CLoc2c, 
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Bild 13. Elektrischer Ersatzkreis fiir 
einen elektrischen elektromechani- 
schen Wandler mit kontinuierlich 
verteilten | Schwingungselementen, 
wenn alle Elemente vom _ selben 
Strom durchflossen werden und ein 


Bild 14. Elektrischer Ersatzkreis fiir 
einen elektrischen elektromechani- 
schen Wandler mit kontinuierlich 
verteilten Schwingungselementen, 
wenn an allen Elementen dieselbe 
Spannung liegt. 


Bild 15. Elektrischer Ersatzkreis fiir 
einen elektrischen elektromechani- 
schen Wandler mit kontinuierlich 
verteilten | Schwingungselementen, 
wenn an allen Elementen dieselbe 
Spannung liegt und ein Ende des 


Ende des Schwingers festgeklemmt 
ist. 

Es ist nun ohne weiteres ersichtlich, wie die Er- 
satzkreise fiir beliebig viel gekoppelte Tonpilze aus- 
sehen, und dann ist es leicht, den Ubergang zu den 
kontinuierlichen Gebilden zu machen, die auch nicht- 
quasistationaér schwingen kénnen. 

Wir bezeichnen die Massenbelegung (Masse pro 
Langeneinheit) eines kontinuierlichen Schwingers 
mit m’ und seine Nachgiebigkeit pro Langeneinheit 
mit c,’ bzw. c,’. 

Flie8t nun, wie beispielsweise bei einem piezo- 
elektrischen Dickenschwinger, durch alle  Teil- 
elemente der gleiche Strom, so ergibt sich aus 


Schwingers festgeklemmt ist. 


gibt, bei denen jedem einzelnen differentiellen me- 
chanischen Schwingungselement ein ganz bestimmtes 
differentielles elektrisches Schwingungselement im 


Ersatzkreis entspricht und umgekehrt. 
(Eingegangen am 12. Juli 1958.) 
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UBER DEN KLANG EINES CHINESISCHEN GONGES 


von M. Grirzmacuer und E. WesseLnorr 


Physikalisch-Technische Bundesanstalt, Braunschweig 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Es wurde der Klang eines chinesischen Gonges untersucht. Er ist infolge starker Damp- 
fung der héheren Teilténe verhaltnismaig obertonarm. Auch fehlen ganz die im Klang 
einer gotischen Glocke in besonderer Starke vorhandenen Teilténe mit einem Knotenring in 
der Gongmitte. 


Summary 


The spectrum of a chinese gong has been investigated. Because of the strong damping of 
higher partials, it is remarkably free from overtones. In contrast to a gothic bell which has 
many overtones, all those with a nodal ring are missing from the gong. 


Sommaire 


On a effectué des recherches sur le son d’un gong chinois. Par suite d’un fort amortisse- 
ment des partiels de rang élevé, il est relativement pauvre en harmoniques. Les partiels 
existant avec une force particuliére dans une cloche gothique, avec un cercle nodal au 
milieu du gong manquent aussi complétement. 


1. Einleitung 


Dank der freundlichen Uberlassung eines chinesi- 
schen Gonges durch Herrn Prof. Dr. phil. Epuarp 
Justi, Braunschweig, konnten in der Physikalisch- 
Technischen Bundesanstalt die im folgenden _be- 
schriebenen Messungen ausgeftihrt werden. 

Der chinesische Gong ist ein uraltes Kultinstru- 
ment, dessen Entwicklung wahrscheinlich in graue 
Vorzeiten zuriickreicht. Es kann also vermutet wer- 
den, dafS sein Klang ebenso wie der der Glok- 
ken — seien dies europdische oder asiatische Glok- 
ken — ganz bestimmte melodische Kigenarten be- 
sitzt, die von den Erbauern der Instrumente rein 
nach dem Gehor angestrebt wurden. Diese Eigen- 
arten mit Hilfe der modernen elektroakustischen 


Bild 1. Chinesischer Gong mit lederiiberzogenem K1ép- 
pel und Bastring. 


MeSimethoden naher zu ergriinden, war das Ziel der 


vorliegenden Versuche. 


2. Beschreibung des Gonges 


Bild 1 zeigt den Gong auf dem zugehorigen ge- 
flochtenen Bastring zusammen mit dem lederiiber- 
zogenen Holzkloppel. Er hat angenahert die Form 
eines Kugelabschnittes mit einer Hohe von 37cm 
und einem Offnungsdurchmesser von 46cm. Herge- 
stellt ist er aus dtinnem Bronzeblech (Dicke etwa 
1,5mm) mit einer 30mm breiten Verdickung (bis 
zu 15mm) am Rand. Eine 14cm breite glatte 
Randzone schlieBt den mit einem Hammermuster 
versehenen unteren Teil ab. 


3. Die benutzten MeBverfahren 


Untersucht wurden 
1. das Teiltonspektrum, 
2. die Schwingungsform, 
3. die Frequenzlage, 
4. die Amplitudenverteilung, 
5. die Ausklingzeiten. 

Das Teiltonspektrum, im Augenblick des Anschla- 
ges, wurde durch eine Suchtonanalyse ermittelt. 
Hierzu wurde der Gong, etwa 3 cm unter dem Gong- 
rand, mit einem Holzkloppel angeschlagen und der 
Klang im Abstand von 1 m unter einem Winkel von 
45° zur Anschlagstelle auf ein Tonband aufgenom- 
men. Zur Analyse wurde eine Schleife aus 13 glei- 
chen Bandabschnitten, entsprechend der Zeit 0 bis 
0,2s nach dem Anschlag, verwendet. 


D2; 


Zur Bestimmung der Schwingungsformen wurde 
das Schallfeld des in seinen Eigentoénen erregten 
Gonges mit einem Sondenmikrophon abgetastet. Die 
Erregung des Gonges geschah uber ein elektro- 
magnetisches System mit Hilfe eines RC-Generators. 
An einem Kathodenstrahloszillographen, an dessen 
Horizontalplatten die Generatorspannung und an 
dessen Vertikalplatten die Mikrophonspannung an- 
gelegt war, konnten sowohl Amplitude wie Phase 
der Schwingung abgelesen werden. Die Knotenlinien 
waren durch minimale Schalldrucke und Phasen- 
umkehr bei Uberschreiten der Linie, die Schwin- 
gungsbrauche durch maximale Schalldrucke und un- 
veranderte Phasenlagen gekennzeichnet. 

Die Frequenzlage der Teiltone wurde mit einem 
elektronischen Zahlwerk nach Aufsuchen der jeweils 
maximalen Schwingungsamplitude ermittelt. 

Die Amplitudenverieilung langs eines Gongmeri- 
dianes, also langs einer von der Gongkante bis zum 
Gongscheitelpunkt verlaufenden Linie, interessierte 
in der Hauptsache. Sie konnte ohne Schwierigkeit 
durch Verschieben des Sondenmikrophones langs 
dieser Linie unter Einhaltung eines konstanten Ab- 
standes von 5mm vom Gong erhalten werden. Erst 
bei Teiltonen mit 10 und mehr Knotenmeridianen 
wurde diese Messung unsicher, da dann auch 
Schwingungsunterteilungen in dem gehammerten 
Teil des Gonges auftraten. 

Die Ausklingzeiten der Teiltone, insbesondere 
der tiefen Teilténe, waren so lang, da sie ohne Ver- 
falschung mit einem logarithmischen Pegelschnell- 
schreiber unmittelbar aufgezeichnet werden konn- 
ten, 


4. MeBergebnisse 


Bild2a zeigt das Teiltonspektrum des Gonges 
im Augenblick des Anschlages. Die zu den einzelnen 
Teiltonen gehérenden Schwingungsformen sind in 
Bild 2b dargestellt. 

Man erkerint als wichtigstes Ergebnis, da8 alle 
Teiltone im Gongklang nur der Teiltonfamilie I, 
namlich der Familie ohne Knotenring in der Mitte 
(Bild 2b, obere Zeile), angehoren. Die einzelnen 
Teilténe liegen daher, namentlich im unteren Fre- 
quenzbereich, verhaltnismaBig weit auseinander. 

Zum Vergleich mit den Verhdaltnissen bei einer 
gotischen Glocke ist das Klangspektrum einer sol- 
chen Glocke in Bild 2¢ dargestellt. Dabei wurde das 
Spektrum dieser Glocke so transponiert, da die je- 
weils tiefsten Teilténe zusammenfielen. 

Man sieht so deutlich zweierlei: 

Erstens ist die Frequenzlage der Teiltonfamilie I 
(Teilténe ohne Knotenring in der Gong- bzw. Glok- 
kenmitte) fiir beide Klangkérper sehr weitgehend 
die gleiche. Man kann also vermuten, da die Form 
des Klangkorpers die Frequenzlage dieser Eigen- 
tone nur sehr wenig beeinfluBt. 
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Auch kann nach diesem Ergebnis der tiefste 
Eigenton der Glocke, die sogenannte Unteroktave, 
eindeutig der Teiltonfamilie I zugeordnet werden, 
was bisher wegen der herausfallenden Amplituden- 
verteilung bei dieser Teilschwingung zweifelhaft 
war. 
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Bild 2. Klangspektren und Schwingungsformen des chi- 
nesischen Gonges und einer gotischen Glocke. 

(a) Spektrum des Gongklanges unmittelbar nach 
dem Anschlag. 

(b) Schwingungsformen des Gonges und der 
Glocke. Durch die Zahlen iiber den Schwin- 
gungsbildern ist die Zugehdérigkeit zu den 
Eigentonen gekennzeichnet. 

(c) Spektrum des Klanges 
Glocke. 


einer gotischen 


Zweitens wird das Spektrum des Glockenklanges 
durch das zusatzliche Auftreten der Teiltonfamilie II 
(Teiltsne mit einem Knotenring in der Glocken- 
mitte) ein sehr viel dichteres, wobei der Charakter 
des Klanges weitgehend durch die Teiltonfamilie II 
— haufig auch die Gruppe der Lauttoner genannt — 
bestimmt wird. 


Dies verschiedenartige Verhalten der beiden 
Klangkorper diirfte auf ihre unterschiedlichen For- 
men zurickgehen. Die Rippe der gotischen Glocke 
weist im Gegensatz zu der des Gonges etwa in der 
Mitte eine Wendetangente auf; offenbar wird so das 
Entstehen von Knotenringen an dieser Stelle erleich- 
tert. 

Interessieren wiirden in diesem Zusammenhang 
die Schwingungsformen asiatischer Glocken. Diese 
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Glocken ahneln in ihrer auReren Form dem unter- 
suchten chinesischen Gong. Man konnte also ver- 
muten, da} sie auch ein, dem Gong entsprechendes, 
weniger dichtes Teiltonspektrum besitzen. 


; ipa 
Teilton 1 2 3 4 
Knotenmeridiane (4) (6) (8) (10) 


Bild 3. Amplitudenverteilung langs der Rippe des chine- 
sischen Gonges. 


Bild3 gibt die Amplitudenverteilung lings der 
Gongrippe fiir die einzelnen Teiltone wieder. Man 
sieht, dai sich die maximale Schwingungsamplitude 
mit wachsender Ordnungszahl immer mehr zum 
Gongrand verlagert. Vom 4.Teilton (10 Knoten- 
meridiane) ab, schwingt die Gonghaube starker mit, 
was gleichzeitig mit einer starkeren Aufspaltung der 
Eigenténe verbunden ist. Da auch die Ausklingzei- 
ten vom 4. Teilton ab sehr kurz werden (siehe 
Bild 4), kann man annehmen, da hier ein ursach- 
licher Zusammenhang besteht. Ob allerdings der 
Grund dieser grof{en Dampfung in dem ausgeprag- 
ten Hammermuster der Gonghaube, also in einer un- 
gleichmaBigen Massen- und Elastizitatsverteilung 
oder in der groBeren strahlenden Flache zu suchen 
ist, ist schwer zu entscheiden. Fast mochte man bei- 
des vermuten. Jedenfalls ist anzunehmen, da rein 
empirisch daraufhin gearbeitet wurde, die hdheren 
den Klang verscharfenden Teiltone moglichst zu 
unterdrticken und das so allmahlich die jetzt vor- 
liegende Gongform entstanden ist. 

Bild 4, das den Gongklang unmittelbar nach dem 
Anschlag (a), nach 1s (b), nach 10s (c) und nach 
100s (d) wiedergibt, zeigt, wie gut dieses Ziel er- 
reicht wurde. Die drei tiefsten Teiltsne haben eine 
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Bild 4. Spektrum des Gonges; 
(a) unmittelbar nach dem Anschlag, 
(b) nach Ils, 
(c) nach 10s, 
(d) nach 100s. 


2000 Hz 


ungewohnlich lange Ausklingzeit, so daf} praktisch 
nur sie in den ersten 10s zu horen sind. 


é 
a 
# Schlagton 
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Bild 5. Gongklang (nach 10s) in Notendarstellung. Der 
beim Anschlag wahrgenommene Schlagton ist 
gestrichelt eingezeichnet. 


Der entsprechende Dreiklang in der tiblichen mu- 
sikalischen Darstellung ist in Bild 5 wiedergegeben. 
Er besitzt einen ungewohnlichen musikalischen Reiz. 

Als Schlagton hort man unmittelbar nach dem 
Anschlag den Ton dis’, d.h. einen Ton, der eine 
Oktave unter dem hochsten der drei Haupttone 
liegt; er ist in Bild5 gestrichelt angedeutet. 


(Eingegangen am 24. Januar 1959.) 


DIE SCHALLABSORPTIONAN CO2-Ar-MISCHUNGEN 


von H. O. KNESER und H. Rorsier 


I. Physikalisches Institut der Technischen Hochschule Stuttgart 


Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag. gewidmet. 


Zusammenfassung 


Messungen der Schallabsorption in CO,-Ar-Gemischen bis zu 90% Ar (bei Frequenzen 
zwischen 1 und 5 kHz und Drucken zwischen 20 und 700 Torr) ergaben eine VergroBerung 
der CO,-Relaxationszeit auf das 8-fache. Die Relaxationsgeschwindigkeit dndert sich nicht 


linear mit der Ar-Konzentration. 


Summary 


Measurements of the sound absorption in CO,-Ar mixtures up to 90% argon (at frequen- 
cies between 1 and 5 kc/s and pressures between 20 and 700 Torr) show an 8-fold increase 
in the CO, relaxation time. The relaxation velocity does not change in linear fashion, with 


the argon concentration. 


Sommaire 


Des mesures de l’absorption sonore dans des mélanges CO,-Ar jusqu’a 90% d’Ar (pour 
des fréquences comprises entre | et 5 kHz et des pressions de 20 4 700 bars) ont donné un 
accroissement de 8 fois le temps de relaxation relatif au CO,. La vitesse de relaxation ne 
varie pas d’une facon linéaire avec la concentration de |’Ar. 


Das Studium der Schallausbreitung in Gasen und 
Gasmischungen hat in den letzten 30 Jahren zu be- 
deutsamen Erkenntnissen tiber den Mechanismus 
der MolektlzusammenstoBe gefthrt. In diese Ent- 
wicklung hat EK. Meyer an zwei Stellen entscheidend 
eingegriffen: Einmal als er seinen damaligen Mit- 
arbeiter H. Osersr veranlaBte, die alte Resonator- 
methode zu modernisieren und zu einer besonders 
genauen MeBmethode der Schallabsorption auszuge- 
stalten; zum anderen als es ihm gemeinsam mit G. 
SessLeR gelang, Schallabsorption und -geschwindig- 
keit bei extrem geringen Drucken zu messen, bei 
welchen die freie Weglange bereits gro8® ist gegen 
die Schallwellenlange. : 

Ankniipfend an die erste der genannten Arbeiten 
hat L. Frrrscuz+ die Resonatormethode zu einer in 
ihrem Frequenz- und Druckbereich (1 bis 5 kHz; 
4 bis 700 Torr) untbertroffenen Prazisisonsmethode 
fiir Messungen der Schallgeschwindigkeit und -ab- 
sorption ausgebaut. Mit der Apparatur von FrirscHe 
sind auch die Versuche ausgefiihrt, tiber die hier 
berichtet wird. 

Die Untersuchung der Schallabsorption und -dis- 
persion in mehratomigen Gasen hat bekanntlich er- 
geben, dafi oberhalb eines gewissen, von Druck und 
Temperatur abhangigen Frequenzbereichs, in wel- 
chem der Absorptionsindex ein Maximum durch- 
lauft, das thermische Gleichgewicht zwischen ange- 
regten und nicht angeregten Molekiilen den Zu- 
standsdinderungen in der Schallwelle nicht mehr 
folgt. Aus der Frequenz maximaler Absorption lat 


1 L. Frirscue, Dissertation, T. H. Stuttgart 1958. 


sich unmittelbar die Relaxationszeit (7) des ange- 
regten Zustandes ablesen. Wenn es sich um An- 
regung von Schwingungszustanden handelt, erweist 
sich t als sehr empfindlich gegen Fremdgaszusatze °. 
Die meisten Fremdgase verktirzen t; einige wenige 
verlangern es. Der letztgenannte Effekt ist deswegen 
bisher kaum untersucht worden, weil ein langsamer 
ProzeB sich neben einem schnelleren nur dann be- 
merkbar macht, wenn der erstere sehr viel haufiger 


-vorkommt, d.h. wenn das Fremdgas im Uberschu8 


vorhanden ist. Da aber die Starke der ,,tiberklassi- 
schen“ Absorption durch die Konzentration des 
Grundgases bestimmt wird, erfordern solche Mes- 
sungen besonders empfindliche Methoden. Mit unse- 
rer Resonatorapparatur konnte die Absorptions- 
kurve des CO,-Gases auch noch in Mischungen von 
nur 10 Molprozent CO, in Ar mit hinreichender Ge- 
nauigkeit aufgenommen werden. 

Der Resonator ist ein Hohlzylinder von 10cm 
Durchmesser und 10cm Lange. In der Mitte der 
einen Deckelflache befindet sich eine Kolbenmem- 
bran, durch die die Gasséiule angeregt wird; im 
Zentrum der anderen ist eine genau gleiche Kolben- 
membran angebracht, die die Amplitude der Gas- 
sdule anzeigt. Die Frequenzen der Maxima der Re- 
sonanzkurven und ihre Halbwertsbreitén werden 
gemessen. Alle Messungen wurden bei 23°C aus- 
gefthrt. 

Die Druckabhangigkeit der Halbwertsbreiten zeigt 
Bild1 am Beispiel einer CO,-Ar-Mischung, und 
zwar fiir die axiale Grundschwingung (@; 1,62 kHz), 


2 Meera 1931. 
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die 1. axiale Oberschwingung (x ; 3,24kHz) und 
die niederfrequenteste radiale Schwingung (+; 
4,16 kHz). Den Beitrag der inneren Reibung und 
Warmeleitung an den Zylinderwanden geben die 
ausgezogenen Kurven fir die beiden axialen Schwin- 
gungen an. Sie verlaufen proportional zu 1/)/p bis 
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Bild 1. Halbwertsbreiten der Resonanzmaxima in 24,7% 
CO, +75,3% Ar. 


auf eine leichte Abweichung bei hohen Drucken ?, 
die von der hier nicht mehr zu vernachlassigenden 
Riickwirkung der Gassaule auf die anregende Mem- 
bran herrtthrt. Rechnet man aus dem verbleibenden 
»uberklassischen“ Anteil der Halbwertsbreite den 
Absorptionsindex j aus, und stellt man ihn als 
Funktion von f/p dar, so fallen alle Punkte auf eine 
Kurve, die sich sehr gut der bekannten Relaxations- 
funktion fiir einen einfachen Relaxationsprozes 


f/p : ; 3 
[6=2 Moa —————  anschlieBt. (Bild 2): Nur bei 
1+ (f/p)? 


Drucken unterhalb 60 Torr tritt eine merkliche 
Streuung ein. Dort macht sich bemerkbar, daf die 
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Bild 2. Molekularer Absorptionsindex der 


Mischung 
24,7% CO.+75,3% Ar. 


— nicht ausheizbare — Apparatur immer Fremd- 
gasreste von konstantem, wenn auch sehr geringem 
Dampfdruck enthalt, die die Einstellung des thermi- 
schen Gleichgewichts beschleunigen. Auf den Maxi- 


malwert von “ ({émax) und seine Lage tber der 


3 Zur Berechnung und Messung dieses ,,klassischen“ 
Anteils der Halbwertsbreite vg]. L. Frirscue 1. c. 
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Abszisse (f/Pmax) hat dies offensichtlich keinen Ein- 
flu’. 

In gleicher Weise wurden insgesamt sechs CQ,-Ar- 
Mischungen vermessen. Das Ergebnis zeigt Bild 3. 
MeBpunkte sind der Ubersichtlichkeit wegen nur bei 
einer (100% CO.) eingetragen. Deutlich zeigt sich 


_die Verschiebung des Maximums nach kleineren 


f/p-Werten mit abnehmender CO,-Konzentration, 
d.h. die Verlangerung der Relaxationszeit 


durch Ar-Zusatz. 
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Bild 3. Molekularer Absorptionsindex der Mischungen 
CO, + Ar. 
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Bild 4. Maximale Absorptionsindizes der Mischungen 
CO, + Ar. 


Die Abhangigkeit des fy,,x von der Konzentra- 
tion zeigt Bild 4. Unter der Annahme, daf ein ein- 
facher RelaxationsprozeB vorliegt, labt sich Max wie 
folgt berechnen *: 

DUN AAS i 

2 VC, (C, aye C;) (C, te R) (Cy ip C; site R) 
Setzt man hierin fiir C; die gesamte Schwingungs- 
warme (je Mol), d. h. 0,984 R ein® und dementspre- 
chend C, = 5 R, so ergibt sich die obere der beiden 


Mmax 


4 Vel. z.B. H. O. Kneser, Ergeb. exakt. Naturwiss. 
22 [1949], 122. 
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eingezeichneten Kurven; setzt man aber fiir C; nur 
den Beitrag, den die CO,-Biegeschwingung liefert, 
d. h. 0,908: R, so erhalt man die untere Kurve. Die 
MeBBpunkte liegen der letzteren etwas naher ®, Wir 
glauben darin ein Anzeichen dafiir zu sehen, daf} die 
Relaxationszeiten, die sich aus der Lage der Absorp- 
tionsmaxima ergeben, nur fiir die Einstellung der 
Biegeschwingung gelten, ohne daf} wir tiber den ge- 
samten Relaxationsvorgang nahere Aussagen machen 
konnen. 

Der f/p-Wert, bei dem « sein Maximum erreicht 
(vgl. Bild 3), sinkt mit zunehmendem Ar-Gehalt 
von 34,5+0,9 auf 4,15 + 0,15 kHz/atm (extra- 
poliert auf 0% CO,). Die Relaxationszeit fiir ein 
CO -Molekil in Ar-Gas ist also etwa 8mal so lang 
wie in CO,-Gas. 

Alle unsere Messungen — mit alleiniger Aus- 
nahme derjenigen bei hohen //p-Werten, die offen- 
sichtlich (siehe oben) durch Verunreinigungen der 
Gasmischungen beeintrachtigt sind — zeigen, dah 
m nur von f/p abhangt. Daher kann man aus den 
beobachteten f/pmax-Werten ausrechnen, bei welcher 
Frequenz (fmax) die Absorption auftreten wiirde, 
wenn die Gasmischung unter dem Gesamtdruck 
1 atm sttinde. Die Relaxationszeit bei 1 atm (t,) ist 
mit fmax verknupft durch die Beziehung* 


5 i AA eR oy (GER RG 
© 2m fmax Cat Gi +R Vo (CatCy) (Co +R) 
Die reziproken Relaxationszeiten (1/t,) sind in 


Bild 5 als Funktion der Molkonzentration 
Ar :CO,(a) aufgetragen. 


5 Berechnet fiir 23 °C mit den spektroskopischen Da- 
ten von G. Hurzsere, Infrared and Raman spectra. New 
York 1956. 

6 Die sehr genauen Messungen von F. Ancona (J. 
acoust. Soc. Amer. 25 [1953], 1116) an reinem CO, 
ergeben ebenfalls “max =0,127 fiir 23 °C. 
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1/t, gibt die Relaxationsgeschwindigkeit an. 
Falls nur ZweierstoRe wirksam sind, 
setzt sie sich in binaren Gasgemischen additiv aus 
zwei Anteilen zusammen: Der eine muf proportio- 
nal zur Molkonzentration (1 —z) des Grundgases A 
sein, der andere zur Molkonzentration (x) des Zu- 


satzgases B; also? 
See Lee eee 
— = Br 
Ci AA EAB 


1/t, sollte demnach linear von der Konzentration x 
des Zusatzgases abhangen. Bild 5 zeigte aber, dab 
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Tere 
Bild 5. Abhangigkeit der Relaxationsgeschwindigkeit yon 
der Ar-Konzentration. 


dies sicher nicht zutrifft. Wir schliefen daraus, da 
auch Dreierstofe beim Relaxationsvorgang 
maBgeblich beteiligt sind. Naheres hiertiber werden 
wir an anderer Stelle mitteilen und durch weitere 


Experimente belegen. (Eingegangen am 12. Januar 1959.) 


7 Hierzu und zur physikalischen Bedeutung von t44 
und 748 vgl. K. F. Herzrexp, ‘ Relaxation phenomena in 
gases” in “High speed aerodynamics and jet propulsion” 
Bd. 1, S. 672 ff., Princeton University Press 1955. 


eee a ee ees | ee 
' Say 4 ae dap ee 
~ ee 5 f c 


RELATED EXPERIMENTS WITH SOUND WAVES 
AND ELECTROMAGNETIC WAVES 


by Winston E. Kock 


Research Laboratories Division, Bendix Aviation Corporation, Detroit, Michigan U.S.A. 
Dedicated to Professor Dr. Dr. E. Meyer on his 60th Birthday. 


Summary 


Various analog situations in acoustics and electromagnetic waves are described. Certain 
higher order modes of airborne sound waves in tubes possess a transverse or polarized 
nature, and electromagnetic properties such as cut-off effects, polarization rotation, and 
circular polarization can be shown for these sound waves. Externally guided sound waves, 
similar to radio waves guided by a dielectric rod, are also discussed, as are superdirective 
acoustic and electromagnetic arrays, space-frequency equivalence in arrays, and experiments 
in wave diffraction. 


Sommaire 


On décrit diverses analogies concernant les ondes acoustiques et électromagnétiques. 
Certains ncoeuds d’ordre plus élevé d’ondes sonores stationnaires sont d’un type transverse 
ou polarisé et on peut montrer pour ces ondes sonores des propriétés électromagnétiques 
telles que des effets de coupure, une rotation de polarisation et une polarisation circulaire. 
D’autre part, des guides d’ondes sonores semblables aux ondes radio guidées par une tige 
diélectrique sont aussi discutées comme le sont les dispositifs acoustiques et électro-magné- 
tiques superdirectifs, ’équivalence des gammes de fréquences, dans les dispositifs et des 
expériences dans la diffraction des ondes. 


Zusammenfassung 


Es werden verschiedene Analogien zwischen Schallwellen und elektromagnetischen Wellen 
beschrieben. Gewisse Arten von Luftschallwellen hoherer Ordnung in Rohren sind trans- 
versaler oder polarisierter Natur; elektromagnetische Eigenschaften, wie der Begrenzungs- 
effekt, die Rotation der Polarisation und die Zirkularpolarisation, lassen sich fiir diese 
Wellen nachweisen. Schallwellen, die an der AufSenseite eines Korpers gefiihrt werden, sind 
in ihrem Verhalten mit solchen elektromagnetischen Wellen vergleichbar; die von einem 
dielektrischen Stab geleitet werden. Behandelt werden ferner die ,» Uberrichtwirkung“ 
(super-directivity) akustischer und elektromagnetischer Strahlergruppen, das Aquivalente 
Verhalten der Richtcharakteristik von Empfangergruppen bei entsprechender Wahl der 
Frequenz und der raumlichen Anordnung sowie Untersuchungen uber die Brechung von 


Schallwellen. 


1. Introduction Lord Ray etcu stressed, quite early, the treating, 


One of the areas in which emphasis has been 
placed in Professor Erwin Meyer’s III. Physikali- 
sches Institut at the University of Gottingen is that 
of microwave acoustic analogs[1]. This paper 
discusses similar analog experiments conducted by 
the author during the past several years, some at 
the Bell Telephone Laboratories, and the remainder 
at the Bendix Systems and Research Divisions. All 
have previously been reported upon orally at various 
meetings, but have not been published. Figures 1 
to 26 are included through the courtesy of 
Bell Telephone Laboratories. I am indebted to Mr. 
F. K. Harvey of the Bell Telephone Laboratories 
and to Dr. J. L. Srone of the Bendix Systems Divi- 
sion for collaborative effort in many of the experi- 
ments here reported upon. 


simultaneously, of sound and electromagnetic wave 
phenomena. In his paper, “On the passage of waves 
through apertures in plane screens and allied prob- 
lems” [2] he begins with the sentence: “The waves 
contemplated may be either aerial waves of con- 
densation and rarefaction or electrical waves pro- 
pagated in a dielectric.” Further he observed that 
in certain problems of passage of waves through 
a slit, and reflection from a blade, the same results 
are obtained for sound waves or electric waves if 
the blade or screen is rigid, or perfectly conducting, 
respectively. He thus established that many electro- 
magnetic phenomena can be demonstrated through 
the use of sound waves, and conversely. A few of 
the areas in which this analog situation has been 
useful are described below. 
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2. Polarized airborne sound waves! 


When electromagnetic waves are confined in hol- 
low conducting tubes or waveguides, longitudinal 
components are created which are not present in a 
plane progressive free space electromagnetic wave. 
An analog of this situation exists in the case of air- 
borne sound waves propagating as higher order 
modes in tubes. Such modes engender a transverse 
component of particle motion of the air as well as 
the usual longitudinal component [3]. The higher 
order mode waves therefore possess properties akin 
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at the right. This tweeter is coupled into the side 
wall of a rectangular waveguide so as to generate 
a substantial component of the first order trans- 
verse wave. The section of waveguide immediately 
to the left of the tweeter unit has a series of stopped 
pipes a quarter wavelength long and opening into 
the center line of this waveguide section. At the fre- 
quencies for which these pipes are resonant, a pres- 
sure null is forced to exist along this center line; 
the longitudinal wave is thereby suppressed and the 
first order mode (which possesses a pressure null 
along the center line) is unaffected. . 


. Equipment for transverse sound wave experiments comprises, top right, generator and longitudinal mode 


suppressor, top left, transverse wave receiver, and in foreground, variable width guide for demonstrating 


cut-off properties of transverse waves. 


to electromagnetic waves propagating in wave- 
guides. For example, if the size of the tube becomes 
too small relative to the wavelength, both types of 
waves experience a “cut-off” effect and propagation 
cannot occur. 

For the first order transverse mode acoustic 
wave propagating in a rectangular tube, the trans- 
verse dimension must be greater than a half wave- 
length, and in this mode, the sound pressure is a 
maximum at both sides of the tube and zero along 
the center line. In the electromagnetic case the usual 
transmission mode is the so-called dominant mode 
and waveguides are generally designed so that only 
this mode can propagate, all higher modes being 
beyond cut-off. In the acoustic case a similar dimen- 
sioning procedure can prevent still higher order 
modes from propagating but the normal longitudinal 
mode must also be suppressed if only the first 
higher order mode is desired. 

Fig. 1 shows an acoustic waveguide in which 
sound is generated by the small tweeter loudspeaker 


1 Material for this section is taken from the demon- 
stration lecture on “Polarized airborne sound waves’, 
W. E. Kock and F. K. Harvey, presented at the Forty- 
Sixth Meeting of the Acoustical Society of America, 
October 16, 1953, at Cleveland, Ohio. 


Fig. 2. The radiation pattern of the first order trans- 
verse mode sound wave shows a pressure null 
along the axis. The generator and mode sup- 
pressor at the left are coupled directly to the 
small horn. 


Fig. 2 portrays the sound intensity pattern when 
such a wave is permitted to radiate from a horn 
coupled to the mode generator and filter”. The pres- 
sure null at the center is maintained even after ra- 
diation, and two main lobes are generated. In Fig. 3 


* This photograph was made by employing the tech- 
niques for visually portraying sound waves described 
earlier [4]. 
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Fig. 3. A phase pattern of the transverse waves of Fig. 2 
portrays the progressing wave fronts. The white 
and dark areas correspond to pressure maxima 
and minima. At the center line, these areas are 
oppositely phased and cause a transverse air 
particle motion even in the unbounded medium. 


the phase pattern of this radiation is indicated 
(method described in [4]) and the staggered ma- 
xima (bright areas) show that the two lobes are of 
opposite phase. One sees that, just as longitudinal 
particle motion exists because of a longitudinal suc- 
cession of high pressure (bright) areas and low 
pressure (dark) areas, so transverse particle motion 
must exist for this mode even in the radiated por- 
tion of the wave. Along the center line, high pres- 
sure areas are located opposite to low pressure areas 
and this situation generates the transverse air 
particle motion. Such waves therefore exhibit a 
“polarized” property in that a receiver similar to 
the transmitter in Fig. 2 and placed on the center 
line of radiation can be energized only when oriented 
in the proper plane of polarization. Also, for the 
confined wave in Fig. 1, the receiver at the left re- 
ceives no signal in the orientation shown, but would 
be energized if it were rotated 90°, i.e., with the 
tube vertical. 


Fig. 4 A lens can be used to narrow the radiated trans- 
verse beams of Fig. 2 from the horn at the left. 
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Fig. 4 shows that the two-lobe radiation pattern 
of the higher mode can be sharpened if desired by 
the employment of a lens? (or reflector). The 
broad lobes from the horn at the left are converted 
by the lens into the narrower lobes at the right. 
Fig. 5 shows that the opposite phase between the 
upper and lower beams is maintained after passage 
through the lens. 


Fig. 5. The phase pattern of Fig. 4 shows that the op- 
posite phase of the two lobes is maintained after 
passage through the lens. 


To demonstrate the cut-off effect the long single 
waveguide section in the lower part of Fig. 1 is 
employed. It possesses an accordion-like top and 
bottom wall so that the transverse width can be 
reduced by means of a hand clamp. Using the trans- 
mitter and receiver shown at the top of the photo- 
graph, the cut-off effect for the higher order mode 
can be demonstrated by reducing the waveguide 
width to less than a half wavelength. 


Rotation of the polarization (plane of transverse 
vibration) of such waves can be accomplished 
through the use of an analog to the optical half- 
wave plate, also employed in microwaves. In Fig. 6, 
free space waves are depicted as entering, from 
right to left, (1) a dielectric or low velocity me- 
dium (top of figure) and (2) a waveguide or high 
velocity medium (bottom of figure). In the latter 
case, the observed wavelength, 4, and the observed 
phase velocity, V, are both greater than their free 
space values, 4) and V,, in accordance with the 
relaticn indicated (A is the rectangular guide 
width). This higher phase velocity is made use of 
in the polarization rotating structure shown in 
Fig. 7, 
at 45° to the wave polarization [6]. The phase of 
the vertical component is advanced relative to the 


comprising a series of waveguides, placed 


3 This type of obstacle lens was described in [5]. 
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Dielectric 
N=2o/he=Vo/V=VE 
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Waveguide 


n=AolAg= V/V=VI-(A/2A 


Fig. 6. Free space radio waves entering (at the top of 
the figure) a dielectric, have their wavelength 
shortened, whereas, in a waveguide (bottom of 
the figure), their wavelength and phase velocity 
are increased. A is the guide width. 
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Polarization Components Components Polarization 
of receiver emerging entering of sender 
from parallel parallel 
plates plates 


Fig. 7. The greater phase velocity of waves in-a parallel 
plate waveguide enables the structure shown to 
produce a 90° rotation of polarization. 


horizontal component (which has free space velo- 
city) and this results in a 90° rotation of polariza- 
tion. 

To accomplish this same result for sound waves, 
the cylindrical section of guide in the upper part of 
Fig. 1 is compressed into an elliptical cross-section 
and the axes of the ellipse then placed at 45° to 
the axes of the rectangular guide*. The transverse 
sound wave entering this elliptical tube can also, as 
in Fig. 7, be considered as consisting of two com- 
ponents each at 45° to the plane of transverse air 


4 A similar technique is employed in microwave 
waveguides. See, for example, G. C. Sournworrn, Prin- 
ciples of waveguide transmission, D. van Nostrand, New 
York 1950, p. 327. 
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motion. When these two components enter the ellip- 
tical guide section their velocities of propagation 
are different, i.e., one of the components experien- 
ces a higher phase velocity than the other. For a 
properly chosen length of this section the relative 
phase advance can be made to equal 180° and the 
transverse plane of polarization of the sound wave 
rotated by 90°. 

By shortening the length of the elliptical section, 
the relative phase advance can be reduced to 90° 
and under these conditions the transverse sound 
waves have their plane of polarization continually 
rotating as they progress. The resultant wave can be 
compared with a circularly polarized electromagne- 
tic wave. With such a “quarter wave plate” section 
of elliptical tube inserted in the transmission path at 
the top of Fig. 1, the receiving microphone section 
will be excited in any angular position. 

An arrangement similar to that shown at the top 
of Fig.1 was used to demonstrate an acoustic 
analog [7] of the microwave gyrator based on the 
Faraday effect [8]. 

Another transverse acoustic mode of interest is 
one traveling in a tubular medium having a pressure 
release surface for its exterior boundary, for 
example, a mercury delay line. For this wave the 
pressure is zero at the boundaries and maximum 
at the center. An airborne variety of this mode can 
be generated within a rigid tube which has cor- 
rugations on its walls. The corrugations can act 
as quarter wave resonators and force the pressure 
to be zero at the walls, creating a maximum pres- 
sure point at the center of the guide. Again, the 
phase velocity for this mode is frequency de- 
pendent and is greater than the free space velocity. 


Fig.8. A parallel plate waveguide structure focuses 
electromagnetic waves. Because of the increased 
phase velocity in the guides, the lens must be 
made concave rather than convex. 


The higher phase velocity waves in guides has 
been utilized in the design of lenses for focusing 
microwaves. An example of such a lens is shown in 
Fig. 8. Microwaves having their electric polarization 
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parallel to the metal plates shown in the figure ex- 
perience a higher phase velocity in passing through 
the lens and a plane wave arriving from the left is 
converted to a spherical wave which creates the 
smaller focal area shown [9]. 


Fig. 9. Quarter wave resonators affixed to the lens of 
Fig. 8 cause sound waves to have zero pressure 
at the resonators. As in the electromagnetic case, 
the phase velocity of sound waves of proper fre- 
quency is increased in passing through the lens 
and the concave lens causes focusing. 


In Fig. 9 the same lens has had corrugated struc- 
tures affixed to alternate plates; this lens was ef- 
fective in focusing sound waves of proper fre- 
quency in the same manner that the lens in Fig. 8 
focused microwaves. The corrugations force the 
sound pressure to become zero near the walls and 


Fig. 10. The bright area in the center of the photograph 
portrays the focusing effect of the lens of Fig. 9. 
In the circled portion the phase advance of 
wayes passing through the lens can be observed. 
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the waves, in passing through the lens, experience a 
higher phase velocity. Fig. 10 shows the focusing 
property of the lens of Fig.9 for sound waves. In 
the circled portion of the photograph the phase 
advance of the sound waves passing through the 
lens relative to those passing outside the lens is 
evident. The equivalent photograph for a delay type 
lens (Fig. 11) shows the retardation of phase in 
that case. 


Fig. 11. For an acoustic lens in which the phase velocity 
is less than free space velocity, a convex shape 
is required. In this case the phase of waves 
passing through the lens is retarded. 


For a cylindrical corrugated guide, the transverse 
mode has circular symmetry. The phase velocity 
again is higher than the free space velocity for those 
frequencies for which the corrugations are ap- 
proximately a quarter wavelength deep. In such a 
guide an interesting experiment can be performed 
which depends upon the fact that the product of the 
phase and group velocity of a wave confined in a 
waveguide is equal to the square of the free space 
velocity. Because the 
phase and group velo- 
cities are frequency 
dependent, two acous- 


Fig. 12. 

Two pulses, each com- 
prising two different 
frequencies, are shown 
in the photo as they 
enter a tube having 
quarter wavelength 
corrugations in __ its 
wall. The dependence 
of group velocity upon 
frequency in such a 
tube causes the two 
frequencies present in 
the pulse to become 
more and more sepa- 
rated in space (and 
time) as they move 
along the tube (bottom 
two photos). 
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tic pulses of different frequency should propagate 
down a corrugated guide with different velocities. 
This is shown in Fig. 12. In the top photograph, the 
microphone was placed near the sound source, which 
was radiating at 7.2kc/s and a 10kc/s pulse 
simultaneously, and no visible separation of the 
pulses is observed. In the second photograph the 
probe-microphone has been moved 25 inches down 
the’ tube (away from the sound source) and the 
separation of the pulses has begun to become evi- 
dent. The last photograph, showing the probe moved 
52 inches down the tube displays the pulses well 
separated, 


3. Externally guided waves °® 


It has been known for sometime that dielectric 
rods can act as waveguides for electromagnetic 
waves [10]. Thus a rod of dielectric inserted in the 
open end of a metallic tubular waveguide can guide 
microwaves a great distance with very little external 
radiation (for example [11]). If the dielectric rod 


Fig. 13. A structure comprising rows of discs and hav- 
8 Pp s 
ing an overall convex shape can act as a lens 
for radio waves and sound waves. 


is made short and is tapered to a smaller dimension, 
a so-called “end fire” directional radiator is creat- 
ed [12]. With the development of artificial dielec- 
trics for microwave use [13], analog considerations 
suggested the possibility of refracting sound waves 

5 Material for this section is taken from a talk pre- 
sented during the 20th Anniversary Meeting of the 
Acoustical Society of America on May 6, 1949, in New 


York, N. Y. 
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Fig. 14. Sound waves approaching the lens of Fig. 13 
from the left are seen to be concentrated or 
focused into the white area at the right. 


by these same periodic metallic structures and such 
an investigation has already been reported [5]. 
Thus the lens in Fig. 13, designed for microwaves, 
is capable of focusing sound waves also (Fig. 14). 
If one’ compares the lens in Fig. 13 with the usual 
glass or dielectric lens of optics, it seems reasonable 
that one of the rows of discs constituting the lens 
could act as a circular rod of dielectric for waves 
of proper this row of discs, 
supported axially on a metal rod, is inserted 


wavelength. If 


SES ULA RAN EATAT ANAND 


Fig. 15. A row of discs from the lens of Fig. 13, when 
inserted in the mouth of a tubular waveguide, 
can act as a directional “end-fire’’ radiator for 
sound waves or electromagnetic waves. 


Fig. 16. Waves emerging from the waveguide at the left 
would normally possess circular wave fronts. 
The row of discs causes the wave velocity near 
it to be smaller than free space velocity and the 
curved wave fronts are thus converted to plane 
wave fronts. The directivity of a large aperture 
or “broadside” type radiator is thus achieved 
by this end-fire process. Radio waves of 3 cm 
wavelength were used in this photograph. 
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in a waveguide, as shown in Fig. 15, both 
microwaves or sound waves of the proper fre- 
quency can be guided by this rod of artificial di- 
electric. In Fig. 16, the phase fronts of a radiated 
microwave signal are shown from this structure and 
in Fig. 17 the ability of the device to radiate simul- 
taneously, both sound waves and microwaves is 
being demonstrated by Mr. F. K. Harvey of the Bell 
Telephone Laboratories. 
If the disc studded 
rod is continued in- 
definitely, both sound 
-waves and microwaves 
can be guided along 
the rod with relatively 
little radiation. Fig. 
18 shows Mr. Harvey 
demonstrating the si- 
multaneous transmis- 
sion of microwaves 
and sound waves 
along a straight and 
a curved section of 
this type of transmis- 
sion line®, Fig. 19 
shows the radiation 
pattern of a 15 ke/s 
sound wave from the 
end of the disc radia- 
tor of Fig. 15 and 
Fig. 20 shows the 
‘radiation off the end 
of a curved disc-on- 
rod waveguide of ra- 
ther abrupt curvature. 
Most of the energy is 
seen to emerge at the 
end of the rod; how- 
ever. At the top of the 
photograph a_ small 
amount of energy is 
seen radiated by the 
lefthand straight por- 
tion of the waveguide. 
For gradual bends this 
loss by radiation is 
less severe. The field around a long straight guide 
is shown in Fig. 21. 


ae 


waves. 


4. Super-directivity 7? 


In optics, microwaves, and acoustics, maximum 
directivity of an aperture type radiator has generally 
been assumed to obtain when uniform excitation exists 
over the aperture. Interest has been shown in the 
possibilities of increasing the directivity of a given 
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size radiator beyond that specified by the usual 
optical formulas. The first publication on this sub- 
ject was by Scuetxunorr [14]; others who have 
considered the problem are Hansen [15], Risier 
[16] and Cav [17]. Douen’s application of Tsche- 
byscheff’s polynomials to linear arrays [18] was 
extended by Prircnarp and RosEnBerG to super- 
directive broad side arrays [19]. 


Fig. 17. The radiator of Fig. 15 can radiate sound waves and electromagnetic waves 
simultaneously. At the right, a microwave receiver and a microphone detect the 
presence of both waves. The metallic grid reflects the microwaves but passes 
the sound waves, and a wooden paddle reflects sound waves but passes micro- 


Although the principles of super-directivity could 
be established experimentally using either electro- 
magnetic or sound waves, the simplest demonstra- 
tion of the effect was achieved using acoustic techni- 
ques. Five small loudspeakers were mounted as shown 


6 This photograph was taken at the time of the 
Acoustical Society Meeting in 1949. 

7 Material for this section is taken from a talk pre- 
sented at a meeting of the Long Island Section of the 
Institute of Radio Engineers, February, 1950. 


234 


Fig. 18. 

By extending indefini- 
tely the row of discs 
of the radiator of 
Fig. 15, a _ structure 
for guiding, externally, 
both microwaves and 
sound waves is obtain- 
ed. When the curved 
section of guide is 
axially displaced, the 
received signal drops 
rapidly. 
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Fig. 19. Sound waves are collimated by the radiator of 
Fig. 16. 


Fig. 20. Most of the sound energy guided by the curved 
disc transmission line radiates off the end. 


. The microwave field in the vicinity of the open 
end of an extended section of the disc trans- 
mission line is portrayed here. 
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in Fig. 22, and the acoustic output of each speaker 
was adjustable by means of the rheostat knobs 
directly above the units. Two switches, shown at the 
top of the panel, permitted the polarity of the second 
and fourth loudspeaker to be reversed relative to 
the other three. By selecting a frequency such that 
the spacing between the loudspeaker centers was a 
quarter wavelength, a five element array could be 
made to have either normal directivity (by having 
all loudspeakers in phase) or to have super-directi- 
vity (by reversing the polarity of loudspeakers two 
and four). Proper amplitude control was also neces- 
sary to achieve the super-directivity effect [19]. 


Fig. 22. Five loudspeakers spaced one-quarter wave- 
length apart can form a superdirective radiator 
if alternate speakers are reversed in polarity. 


Fig. 23 shows the beam patterns taken under the 
two conditions, and indicates that a beam sharpen- 
ing by roughly a factor of two was achieved in the 
super-directivity case. The known drawback of po- 
wer loss also made itself evident. In the super- 
directive case, the circulating, non-radiating energy 
between the individual radiators causes viscous 
losses in the acoustic case and ohmic losses in the 
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antenna in the electromagnetic case. Reversal of the 
loudspeaker polarity therefore caused an appreciable 
drop in» power ra- 
diated even though 
the beam width was 
sharpened. 


Fig. 23. 

When the five speakers 

of Fig. 22 are energiz- 

| ed in phase a 51° beam 

| (at the 3 dB points) re- 
sults. When alternate 
speakers are reversed 

| 

| 

0 


in polarity, the meas- 
ured beam width drops 
ta- 26°: 


HOR sepa Gres) OE 1908.2) 40° 


Fig. 24. The in-phase condition for the loudspeakers of 
Fig. 22 shows the expected curved wavefronts. 


Fig. 25. The reversed-polarity or superdirective condition 
for the loudspeakers of Fig. 22 yields flatter 
wave fronts and, accordingly, a sharper beam 
pattern. 
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The sound portrayal technique was again used to 
help give an understanding of the reason for the 
sharpened beam width. Thus in Fig. 24 the radiators 
are in phase and the pronounced curvature of the 
wavelronts indicates that normal directivity exists. 
In Fig. 25 (the super-directivity case) it is seen that 
the altered polarity has created a flat wavefront 
having a dimension greater than the array length, 
and the sharpened beam can be considered as being 
created by an array of about twice the length of the 
actual array. 


Fig. 26. 

A three-element superdirec- 
tive microwave radiator can 
be created by means of a 
center section of dielectric 
which causes a polarity re- 
versal of the energy emerging 
from this section. 


Fig. 26 shows a three element microwave super- 
directive radiator consisting of a waveguide horn 
into which a section of foil coated polystyrene is in- 
serted. The length of the polystyrene element is such 
as to cause a 180° relative phase reversal and the 
thickness is chosen to create the proper energy distri- 
bution among the three apertures for achieving super- 
directivity. This device functioned in the expected 
manner [20]. 


5. Space frequency equivalence § 


Recently, the idea of substituting, in a receiving 
array, a complexity in frequency for a complexity 
in physical structure appeared to have useful signifi- 
cance. This equivalence concept indicates that two 
widely spaced receivers of small size can achieve a 
directivity against a multi-frequency source equal 
to the directivity obtained from a fully extended 
linear array of twice the length against a single fre- 
quency source. Fig. 27 shows a series of space-fre- 
quency-equivalence situations. In case one, two spac- 
ed monopoles are shown operating at a single fre- 
quency; the directional pattern is the well known 
rosette pattern having equal multiple lobes. In case 
two the space configuration is varied so as to give 
some directionality to each of the two receivers. In 
the frequency case the two monopoles are retained 
and their outputs correlated but the source is now 
assumed to have a small band width. The patterns 
for the two cases are again identical and consist of 


8 The material for this section was taken from a talk 
presented at the Wescon Institute of Radio Engineers 
Convention, San Francisco, 1957, W. E. Kock and J. L. 
Srong, “Space-frequency equivalence”’. 
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Various space complexities of a receiving 
array operating against a single frequency 


Space configuration frequency configuration 
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Similar beam patterns 
for both cases 


Directional pattern 
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A 2-element correlation receiver operating against 
a source having various frequency complexities 


a oT 
Space_configuration frequency configuration 


Single frequency 
2 spaced 
O monopoles O 
! ff 
Raa Band of frequencies 
© 2 spaced O j 
monopoles 
Maz 
Full band of . 
frequencies 
O monopoles O 
ps 
Discrete. frequencies 
closely spaced 
2 spaced | | | 
O monopoles — O 
F 
Discrete frequencies 
widely spaced 
2 spaced’ _ ; 
O monopoles O me 
F 


Fig.27. An equivalence exists, in a receiving array, between the complexity of its space configuration and the 
complexity of the frequency configuration of the source. 


a rosette with side lobes somewhat suppressed. In 
case three the directionality of the antenna is made 
to extend over the full space between the original 
monopoles; in the frequency case, the source fre- 
quency is assumed to extend practically to zero fre- 
quency. In this situation a (sinz)/z directionality 
pattern is obtained in both situations. In case four 
the distributed antenna is replaced by a set of dis- 
crete radiators spaced a half wavelength apart; in 
the frequency case a set of discrete frequencies re- 
lated by the expression [21] f,=(2n+1) fy), where 
n=0, 1, 2 etc. replaces the continuous frequency 
distribution of the source. Again a (sin x) / pattern 
is achieved. In case five, the radiator spacing and the 
frequency spacing is made too large; this results in 
multiple major lobes. 


Testing of this concept for the electromagnetic 
case provided difficulties because of the broad band 
widths required of the receivers. At audio frequen- 
cies this problem was not troublesome and tests 
could be made to corroborate the theoretical predic- 
tions. In one test, a sound source comprising fre- 
quencies 300, 900 and 1500 c/s was used and two 
isotropic receivers were placed 21-'/2 inches apart. 
In Fig. 28 is shown the experimental curve and the 
calculated pattern for a six element linear array 
43 inches long against a 1500 per cycle source [22]. 


ao 
| 


Amplitude —> 


Degrees —> 


Fig. 28. The correlated outputs of two isotropic recei- 
vers spaced 21,5 inches apart against a source 
comprising frequencies of 300, 900 and 1500 ¢/s 
creates a beam pattern shown by the dotted 
curve. The solid curye is the calculated pattern 
for a six element linear array 43 inches long 
against a 1500 cycle source. 


6. Forward scatter ® 


In echo location devices the target is illuminated 
by a transmitter and the echo returns to a receiver 
usually placed at the transmitter location. The fact 


® Material for this section is taken from a talk pre- 
sented at Wescon Institute of Radio Engineers Convyen- 
tion, Los Angeles, Cal., August 1958, W. E. Kock, J. L. 
Stone, J. E.Crarx and W.D.Friepz, Forward scatter 
of electromagnetic waves by spheres. 
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that the signal scattered back from an object is al- 
most always extremely small compared to the signal 
scattered or diffracted in the forward direction is 
apparently not too widely appreciated. This strong 
signal in the forward direction can be explained in 
certain cases by Babinet’s principle. In Fig. 29 an 
aperture or hole in a screen upon which a plane 
wave is falling creates the same diffracted field in 
the forward direction (at x) as that created by a 
disc having a size equal to the screen aperture. Now 
the forward lobe in the case of an aperture is ident- 
ical with the beam of a radiator having the size of 
the aperture and radiating a plane wave. It is evident 
that this forward lobe is always stronger than the 
echo reflected back from an object except in the case 
where the object is perfectly flat. 


Fig. 29. 

Babinet’s theorem sta- 
tes that the diffracted 
field from an aperture 
in a screen (top of fig- 
ure) is identical with 
the diffracted field 
created by an object 
of equal size (bottom 
of figure). 


J 


Wwe 


Babinet’s principle applies strictly only for an in- 
finitely thin screen and for an infinitely thin object 
replacing the aperture. Thick irregularly shaped ob- 
jects are difficult to treat analytically, and because 
of this one cannot conclude theoretically that the 
forward lobe exists in equal magnitude for a thin, 
flat disc or for a thick, irregularly shaped object 
having the same shadow area. Straightforward 
reasoning suggests, however, that the lobes should 
be similar since, for objects large with respect to 

Loudspeaker 
A 


Microphone 


8 


Microphone C 


( Object passed through 
line joining A and 8 


Fig. 30. The signal scattered by an object in the for- 
ward direction can be compared with the signal 
scattered back to the transmitter by using two 
microphones which have the direct signal can- 
celled out. 
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the wavelength, the energy striking the front face 
of the object is not instrumental in creating the for- 
ward lobe. 


Again the simplest technique for investigating the 
forward scatter lobe was an acoustic one. Fig. 30 
shows the measurement techniques employed in these 
tests. In a free space room, loudspeaker A, radiat- 
ing a steady single frequency tone, was placed so 
that sound could reach microphone B or micro- 
phone C. With no object present a signal of proper 
amplitude and phase was added to the two micro- 
phone circuits so as to cause complete cancellation 


' of the directly received signals. When an object was 


placed in the position shown, the reflected signal 
was observed in microphone C and any forward 
scatter signal was observed in microphone B. 


When a rigid disc was placed in position equi- 
distant between loudspeaker A and microphone B 
the signals observed in the two microphone circuits 
were equal. If the disc was then rotated around a 
vertical or horizontal axis the echo at receiver C was 
reduced markedly but very little change was observed 


| 


Signal recorded at microphone B 
as 6” disk is passed between 
loudspeaker and microphone 
(direct signal balanced. out). 


0 


T 


+— Meter reading 


60! 


inch 6 ~OS~*«*«*S 0 G6 
<+— Target position —-> 
Fig. 31. The beam pattern of the energy scattered in the 


forward direction is observed to be similar to 
the beam created by an equivalent aperture in 


a screen. 


Fig. 32. The lobe scattered in the forward direction can 
be portrayed visually. In this figure sound 
waves arrive from the left and the forward lobe 
is observed in the shadow region. 
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in the forward lobe until the projected area of the 
disc was reduced an appreciable amount. When the 
object was a sphere, the forward scatter signal was 
very closely equal to that of the disc of the same 
cross-section but the signal at receiver C was greatly 
reduced over that produced by the oriented disc. A 
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ON THE INTERACTION BETWEEN PLATE BENDING WAVES 


AND THEIR RADIATION LOAD 
by G. Kurrze* and R. H. Botr ** 


Bolt, Beranek and Newmann Inc., Cambridge 38, Mass., U.S.A. 
Dedicated to Professor Dr. Dr. E. Meyer on his 60th Birthday. 


Summary 


A specially defined impedance is used to calculate the speed of flexural waves in a plate 
loaded with a medium of finite or infinite extent. There is no (coincidence) frequency at 
which the flexural wave speed in a loaded plate can exactly equal the speed of sound 
in the surrounding medium; this restriction applies not only to an infinite medium but also 
to all modes of propagation in a medium of finite extent. The plate-load interaction can 
shift the flexural wave speed significantly in the regions of “coincidence”, as is shown in 
two examples. 


Sommaire 


On utilise une impédance spécialement définie 4 cet effet pour calculer la vitesse des 
ondes de flexion dans une plaque chargée par un milieu d’étendue finie ou indéfinie. Il n’y 
a pas de fréquence (coincidence) a laquelle la vitesse des ondes de flexion dans le plaque 
chargée peut étre exactement égale a la vitesse du son dans le milieu ambiant; cette 
restriction est valable non seulement pour un milieu indéfini, mais aussi pour tous les 
modes de propagation dans un milieu d’étendue finie. L’interaction plaque-charge peut dé- 
caler notablement la vitesse des ondes de flexion dans les régions de «coincidence» ; c’est ce 
qu’on montre sur deux exemples. 


Zusammenfassung 


Es wird die Biegewellengeschwindigkeit in einer Platte unter dem Einflu8 eines angren- 
zendem Mediums von unendlicher und endlicher Schichtdicke mit Hilfe einer speziell defi- 


* On leave from III. Physikalisches Institut, Gottingen. 
** Also at Massachusetts Institute of Technology. 
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nierten Impedanz berechnet. Dabei zeigt sich, das eine (Koinzidenz-) Frequenz, bei der die 
Biegewellengeschwindigkeit in der belasteten Platte der Schallgeschwindigkeit im angren- 
zenden Medium genau gleich ist, nicht existiert. Diese Kinschrankung gilt nicht nur fiir die 
Schallgeschwindigkeit ebener Wellen im unendlich ausgedehnten Medium, sondern auch fiir 
die Ausbreitungsgeschwindigkeiten aller anderen in einer Schicht endlicher Dicke auftreten- 
den Wellenformen. Wie an Hand von zwei Beispielen gezeigt wird, kann die Wechsel- 
wirkung zwischen Platte und Medium in der Nahe der ,,Koinzidenzen“ von betrachtlichem 
Einflu8 auf die Biegewellengeschwindigkeit sein. 


1. Introduction 


The behavior of bending waves in plates can be 
influenced by the surrounding medium. The speed 


of a bending wave, for example, is determined not 


only by the characteristics of the plate, but also by 
the radiation load imposed’ on the plate by the 
medium. This interaction effect is greatest when the 
characteristic impedance for transverse motion of 
the plate is of the same order of magnitude as the 
effective radiation impedance of the medium. Since 
the bending wave impedance of a plate varies with 
frequency, the interaction effect also is frequency 
dependent. 


When plates of usual solid materials are im- 
mersed in an infinite medium of liquid, such as 
water, the interaction can be sizeable at audio fre- 
quencies because the relevant impedances are of the 
same order of magnitude. Plates of the same ma- 
terials in air, on the other hand, are negligibly af- 
fected if the medium is infinite in extent. An ap- 
preciable interaction can be obtained, however, if 
the gaseous medium is restricted to a finite layer in 
which resonances occur in the frequency range of 
interest. Near such resonances, the load impedance 
imposed by the medium can be equal to or greater 
than the bending wave impedance of the plate. 


Two cases of interaction are considered in this 
paper: 
(1) An infinite plate loaded on one side or both 
sides by a medium of infinite extent. 


(2) An infinite plate loaded on one side or both 
sides by a layer of finite thickness terminated 
by an infinite impedance. 


General formulas are derived, by use of a con- 
venient impedance method, for the speed of waves 
generated by the bending motion of the plate. 
Case 1 is illustrated by calculations for a metal plate 
immersed in water. Case 2 is illustrated by airback- 
ed panels of two different weights. The results are 
illustrated in Figs 1 and 2, respectively. 


2. General approach 


The bending wave speed c,, which increases with 
Vw (@ circular frequency) may be either smaller 
or greater than the sound speed cy in the medium. 


In the first case, there is field motion in the medium 
only near the plate, causing a mass load; in the 
second case, there is radiation into the surround- 
ing medium, causing a real load, i. e., a damping of 
the bending waves. 


The interaction is analyzed by use of a “trans- 
verse wave impedance’ defined as follows: 


The ratio of applied pressure to resulting 
transverse velocity, at any point, under the forced 
wave motion generated by the pressure distribu- 
tion of a hypothetical plane wave, which pro- 
pagates parallel to the plate surface with the 
(variable) speed c. 


In the analysis, this transverse impedance is cal- 
culated both for the plate and for the medium, and 
these two impedances are combined (either in series 
or in parallel) in a manner appropriate to the phy- 
sical situation. 


The resulting impedance is a function of the 
speed of propagation c of the exciting wave; c is in 
general different from c,, the speed of free flexural 
waves in an unloaded plate. If the exciting pressure 
distribution is cut off, the remaining wave will pro- 
pagate at a speed such that the energy required for 
its maintenance is a minimum. Correspondingly, the 
total “wave impedance” must be a minimum. This 
minimum is zero when there is no loss in the system, 
i.e., when there is no dissipation in the plate and 
no radiation of energy from the plate. 


Assume a plate in the x, z plane of a rectangular 
coordinate system, with the transverse particle velo- 
city of the forced wave propagating in the x-direc- 
tion given by 


Vy (x) ns e ike ‘ elvt F 


(1) 


in which k=w/c. The pressure distribution P(x) 
necessary to generate this wave is them given by 


rie ie 
P(x) =ioMov,+ BOs 
iw dzt 
=ioMv,— iw = Yy> (2) 


in which M is the mass per unit area of the plate, 
and B is its bending stiffness given by 


1 See e. g. L. Cremer, Die wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Raumakustik. S. Hirzel Verlag, Leipzig 
1950, Vol. III, p. 176. 
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(E Young’s modulus, a plate thickness, o Poisson’s 
ratio). The transverse wave impedance of the plate 
then is 

P(x) 


Vy 


=ioM+ (3) 


Z) = 2 es 
ic 

The corresponding impedance Z, for the adjacent 
medium is obtained from the wave equation, using 
the same enforced motion, given by relation (1), as 
the boundary condition. 

The wave equation for a velocity potential wp is 


1 oy 


cy Ot” 


ia (4) 


in which yw is related to the pressure p and the par- 
ticle velocity v, in y-direction by 


Et 5 PRE iy) Fp gene bY 
P S ey Vy Oy ( ) 
(@ density of the fluid) ; and the impedance is 
Zo =P/dy- (6) 


3. Loading by infinite medium 


Assume that the semi-infinite space above the 2, z 
plane is filled with a fluid of density 9 and sound 
speed cy. To calculate the wave impedance Zy), we 
assume that the surface of the fluid is driven by a 


wave of the form given in relationship (1), which 
imposes the boundary condition 
pr e ike eot, (7) 


at the surface y=0. This condition is satisfied by 
the solution 


Wie, 'y)i= eh ese, (8) 


from which we get 


p= —i10eY, 


Zy=0 ol. 


The propagation constant y for the y-direction is 
evaluated by introducing (8) into the wave equation 


(4), yielding 


. pis feet 
Bone /@ 1 Oi s is 


Introducing (10) into (9), we obtain the required 
impedance of the medium 


Zy=0 Co/V1— (cy/c)?. (11) 
This impedance reduces to Zj)=Q@cy in the high 
frequency limit (c > cg). In this limit the radiation 
is directed essentially along the normal to the sur- 
face of the plate, and the load is the (real) charac- 
teristic impedance of the fluid. In the low frequency 
limit (¢ < cy) Zp) becomes imaginary, and the load 
is a mass reactance. At coincidence (c=cy), both 


w= ivy, 


(10) 
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the real and the imaginary loads approach infinity, 
so wave propagation at coincidence is impossible. 

When the plate and the fluid are coupled together, 
the transverse velocity v, at the fluid surface must 
equal the transverse velocity of the plate. This re- 
quirement is satisfied by connecting Z, and Zp in 
series, i.e., by simply adding the two impedances to 
get the combined impedance 


3 
Di Me 


ict 


eo Saaee 
yi ra (cp/e)? 
The speed of free bending waves in the loaded plate 
is now obtained from eq. (12), for the two regions — 
c < ¢ and c > ¢Q separately. 


C< Cp 


(12) 


In this case 


ey 


OC 
 Vicsielee 


The last term in eq. ae is positive, cake that 
the medium imposes a mass reactance. The cor- 
rect sign for this term is found by examining eq. (8) 
with y inserted from eq. (10). When c < eg, y con- 


Z=iwoM-—i (13) 


tains the factor /—1; its value is taken as —i 
(instead of +i) in order to get’e ’Y (instead of 
e’”) in eq. (8), as is required physically to express 
decreasing (damped) amplitude of the wave with 
increasing distance y . 

Since this impedance is purely imaginary (inter- 
nal friction and heat conduction losses are neglected) 
the required speed of free bending waves is given 
by c in eq. (13) under the condition Z=0, which 
yields 


1) wv Bal, (14) 


raves 
in which 
p= | Co > 


[t= Wy M/Q cq, 


a=w/o9, 

Wy =Cy2 VM/B. 
As # approaches unity, a approaches infinity: the 
coincidence frequency is infinitely high owing to 
the mass load. In the low frequency limit we can 
neglect /? under the square root sign in eq. (14) 


and obtain 
wad/P> — wa/B—1=0. 


At very low frequencies the term ua/f, which is 


about proportional to Va, can also be neglected, 
yielding: 


(15) 


(16) 


Pi wa? 


or c—> w'*(B/o) 


(17) 


The corresponding slope of the dispersion curve 
gives the following relation between phase and 
group velocities: 


Se (18) 


Cgr 
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In contrast, the group velocity for bending waves in 
unloaded plates is twice the phase velocity. 


Shown in Fig. 1 is the dispersion curve calculated 
from eq. (14) with “=2.5, which represents, for 
example, a 1 cm aluminum plate with water on one 
side. If loaded on both sides the plate sees twice the 
characteristic impedance of water, in which case the 
curve in Fig. 1 corresponds to “=1.25. 


c>Co 


In this case the last term of eq. (13) is real, so 
the speed of free bending waves must be determined 
from the minimum of the function Z(c). Differentia- 
tion yields (0|Z|?/dc=0) 

a8 — Bab + 89/4 (1 —1/82)2=0. 
In the high frequency limit we can neglect the 


last term, which is about proportional to w°, and 
obtain 


(19) 


ct > co! w?/o,? = w? B/M =cy* (20) 


i.e. the speed c is equal to the bending wave speed 
cy in the unloaded plate. 


= 
oO 


as 


Relative bending wave speed ,¢/¢g —> 


Sr 


04 1 10 
Relative frequency, w/w —> 


Fig. 1. Speed of bending waves versus frequency, for a 
plate loaded with a fluid of infinite extent; 
j4=2.5, which corresponds, for example, to a 
lcm aluminum plate with water load on one 
side. 


When approaches “,), we do not get an asymp- 
totic approach of ¢ towards cy; instead, the dis- 
persion curve ends at some point c>cy and >, 
as can be seen from the numerical evaluation in 
Fig. 1. The location of this point is a function of wu. 
At frequencies above this point there are two dif- 
ferent velocities corresponding to different modes of 
vibration; a radiating and a non-radiating mode, 
represented in Fig. 1 by the upper and lower curves, 
respectively. 

It is of interest to find which mode will be the 
preferred one; this is the mode that requires the 
smaller amount of energy for its establishment, i.e. 
the mode with the smaller characteristic impedance. 
The characteristic impedance for transverse motion 
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in bending waves is given by the product of mass 
per unit area and phase velocity. 

Values of this impedance have been calculated 
approximately for both modes, at the frequency of 
the end point of the radiating mode («#=1.16), for 
the case represented by Fig. 1. The two impedances 
are about equal, so one expects the speed c to 
change abruptly from the lower to the higher value 
at this point (see dashed line at a=1.16); below 
this point only the non-radiating mode exists, 
whereas above this point the impedance of the 
radiating mode becomes increasingly smaller than 
that of the non-radiating mode. 

The result that coincidence (c=cy) does not 
exist resolves certain difficulties with respect to the 
radiation efficiency, which otherwise would have to 
be assumed infinite at coincidence (see e.g. K. Gé- 
sELE, Acustica 3 [1953], 243). In the given example 
(u4=2.5) there is no radiation below w=1.16 w9, 
i.e. the limit is considerably above coincidence. it 
is unlikely, however, that this phenomenon — which 
is analogous to the spreading of the resonant fre- 
quencies of equally-tuned electrical circuits by 
coupling — is responsible for the difference bet- 
ween the calculated and measured transmission 
losses of walls near coincidence. Because of the 
small value of @cp in air, the spacing of the two 
branches of the dispersion curve is negligibly small 
in that case, so the observed deviations are probably 
attributable to other factors such as finite plate size 
and finite number of modes in the adjacent rooms. 

The existence of the two modes has already been 
mentioned by A. Scuocu and K. Feuer (Acustica 2 
[1952], 189), but this paper does not give a de- 
tailed analysis and the anomalies around coincidence 
are not considered. 


4. Loading by a finite layer 


Assume that the space above the x, z plane is a 
fluid layer of thickness d terminated by a plane of 
infinite impedance at y=d. The plate in the x, z 
plane, at y=0, is analyzed as in the preceding 
section: its transverse wave impedance is given by 
eq. (3). The impedance Z, for the layer medium is 
obtained from the wave eq. (4) by the following 
steps. The boundary condition at y=0 is given by 
eq. (7), and that at y=d is given by v,=0. The 
velocity potential is of the form 


wy ~ X(x)(Acosyy+Bsinyy), (21) 
from which 
vy=yX(x)(—Asinyy+Becosyy). (22) 


The values of A and B are obtained by imposing 
the boundary conditions, and are inserted in eq. (22) 
to yield 
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p(x, y) erie (cotyd cosyy+sinyy), (23) 
y 


from which we get 


p= —iMeY, 
vy=e ‘**(_cotyd sinyy+cosyy), 
Z= 28 cot yd, (24) 


in which the impedance is evaluated at y=0. The 
propagation constant y, as before, is given by 
eq. (10). The required impedance in the layer is 


The combined impedance of plate plus load again 
is obtained by connecting Zp) and the plate impe- 
dance Z, (eq. (3)) in series, since equal transverse 
velocity v, is enforced by the coupling. Hence 


Z=ioM(1— 7) i“ 


M c4 


(26) 


Here the last term is always imaginary regardless 
of the value of c, and the velocity of free bending 
waves is equal to c under the condition Z=0. Using 
the definitions (15), and m=M/od, we get 


in which 4) is the wavelength in the fluid at the 
coincidence frequency pg. 


Equation (27) can be used for the calculation of 
the bending wave velocity above coincidence, i.e. 
for 6>1. In the range below coincidence ($< 1) 
the square roots in the right hand term of eq. (27) 
are imaginary, so we get 


The evaluation of eqs. (27) and (27a) is facilitated 
by using plots of the functions (cotz)/z and 
(coth x) /a, respectively. 

Fig. 2 shows the result for 4)/d=V10, for the 
two values m=10 and m=100. The dispersion 
curve of the mode with c<cy is seen to be very 
similar to the corresponding curve in Fig. 1. The 
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dispersion curves of the first three modes in the fluid 
layer, shown in Fig. 2, would go right across the 
dispersion curve of c,, if there were no interaction. 
Due to the interaction, however, there is the same 
spreading phenomenon as in Fig. 1, in the vicinity 
of all frequencies of coincidence between bending 
wave speed c, and the speed of propagation of one 
of the modes in the fluid layer. The spacing, i. e. the 
interaction, increases with decreasing value of m, 
and is different for the different modes. This be- 
havior is expected, of course, since the amount of 
interaction depends on the ratio of the impedances 
of air space and plate, the latter of which increases 


with Vo. 


weteiseeteneiitiseee “Vigid Wall 
—fluid 
™~plate 


Relative bending wave speed, ¢/¢g—> 


Relative frequency , w/wg —> 


Fig. 2. Speed of bending waves versus frequency, for a 
plate loaded with a finite layer of fluid. 


The curves in Fig, 2 correspond to many cases of 
practical significance. For an aluminum plate in 
front of an air layer, the value m= 100 would mean 
that the thickness d of the air layer is about 20 times 
the plate thickness; for wood, this factor would be 
only about 7. The choice of A)/d is of minor im- 
portance, since it determines only the coincidence 
frequencies and the limiting frequencies of the 
modes, but not the amount of interaction. 


The above results apply also to sound propa- 
gation in ducts, formed by plates of equal weight 
and bending stiffness. In this case d would be half 
the width of the duct. This applicability, however, 
is restricted to frequencies below the first cross 
mode of the duct (d=4/2), because the boundary 
condition v,=0 at y=d holds only for duct modes 
with even numbers (symmetrical modes). 


The results of the study show that this kind of 
interaction should be examined whenever the sound 
propagation along or through walls at frequencies 
near coincidence is calculated; its neglect can lead 
to appreciable errors in some cases. 

(Received November 24th, 1958.) 
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ZUR FREQUENZBEWERTUNG VON GERAUSCHSPEKTREN 


von K. Liscxe, Berlin-Charlottenburg 


Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Bei Geraduschuntersuchungen wird vielfach das Schallspektrum zur Gewinnung einer An- 
gabe der Lautstérke zugrunde gelegt. Hierfiir benutzte Frequenzbewertungskurven werden 
diskutiert und ein Verfahren zur Eingruppierung des Gerausches nach seinem Schallspek- 
trum in eine bestimmte Gerduschstufe vorgeschlagen. Fiir praktische Falle sollte man auf 
Grund neuester Untersuchungen tiber die subjektive Bewertung von objektiv gleich stark 
gemessenen Schallen das vorgeschlagene Verfahren der Gerduschstufe bevorzugen. 


Summary 


In experiments on noise the sound spectrum is often a factor in estimating the loudness. 
The curves used for frequency evaluation are discussed and a method suggested of grouping 
noises into a definite scale. In practice, according to recent research on the subjective 
evaluation of objectively equally intense sounds, one should favour such a scale of noise for 
practical purposes. 


Sommaire 


Dans les études sur le bruit, on a souvent recours aux spectres sonores pour avoir des 
indications sur le niveau de force sonore. On examine dans le présent article les courbes 
de dépouillement en fréquence qui sont utilisées 4 cet effet et on propose un procédé pour 
la classification des bruits en groupes déterminés. D’aprés les résultats des études les plus 
récentes sur l’évaluation subjective de sons présentant d’aprés des mesures objectives la 
méme force, on devrait, dans les cas pratiques, utiliser pour faire les comparaisons le pro- 


cédé de classification ci-dessus. 
1. Einleitung 


In der Praxis der Geraiuschmessung wird die Be- 
urteilung des Schalles vielfach nach dem Bild des 
Schallspektrums vorgenommen. Der Grund fiir die- 
ses Vorgehen liegt darin, da das Gerauschspektrum 
Anhaltspunkte fiir das Entstehen einzelner Schall- 
anteile zu liefern vermag. Andererseits ist es ftir 
Vergleiche von MafSinahmen zur Larmabwehr zweck- 
maBig, das Geraduschspektrum durch eine einzige 
Zahl zu bewerten. 

Eine einzige Zahl liefert bereits der DIN-Laut- 
starkemesser [1]. Nur ist mehrfach darauf hinge- 
wiesen worden (vgl. besonders G. Quierzscu [2]), 
da der DIN-Lautstarkemesser systematische Abwei- 
chungen von einer nach DIN 1318 subjektiv be- 
stimmten Lautstarke zeigen kann, die bei grofen 
Lautstarken (= 90phon etwa) insbesondere bei 
breitbandigen Gerauschen 10 und mehr phon niedri- 
ger liegen, als der subjektive Vergleich mit einem 
Ton von 1000 Hz in einer ebenen Schallwelle er- 
gibt. 

Im folgenden wird untersucht, ob es durch die Art 
der Frequenzbewertung méglich ist, eine bessere An- 
gleichung zwischen subjektiver und objektiver Mes- 
sung zu erreichen. Dariitber hinaus werden neuere 
Beobachtungen diskutiert, ob es iiberhaupt gelingen 
wird, eine bessere Ubereinstimmung zwischen einer 
objektiven Messung eines Geradusches und seiner 
subjektiven Beurteilung zu erzielen. 


2. Frequenzbewertungskurven 


Fiir die Frequenzbeurteilung verschiedener Gev- 
rausche ist eine Reihe von Bewertungskurven vor- 
geschlagen und in Anwendung. Bild1 zeigt eine 
Reihe der hauptsdchlich vorgeschlagenen Frequenz- 
bewertungskurven. 

Im DIN-Lautstarkemesser ist die Frequenzabhan- 
gigkeit von der Lautstairke selbst abhangig. Fest- 
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Bild 1. Frequenzbewertungskurven fiir Geréuschmessun- 
gen. 
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gelegt sind die Bewertungskurven 1, 2 und 3. Der 
Sound Level Meter nach ASA 24. 2.1944 benutzt 
ebenfalls drei Bewertungskurven. Die Kurve A ent- 
spricht der deutschen Kurve 2, die Kurve B der deut- 
schen Kurve 1, wahrend die sogenannte C-Kurve 
zwischen 50 und 8000Hz keinen Frequenzgang 
zeigt, also den unbewerteten Schalldruck liefert. 


Die Kurve CCIF-A gibt die Frequenzbewertung 
fiir den Gerauschspannungszeiger fir Fernsprech- 
ubertragung [3]. Das Instrument zeigt den Effektiv- 
wert an. Sie stellt etwa die Horschwellenkurve dar, 
wie sie sich fiir den Frequenzbereich einer normalen 
Fernsprechiibertragungsanlage ergibt. Sie erfabt 
praktisch nur den Frequenzbereich von etwa 500 bis 
3000 Hz. Sie kann also nur zur Beurteilung der 
Sprachverdeckung durch ein Storgerausch heran- 
eezogen werden. Fir eine allgemeine Frequenzbewer- 
tung von Gerauschen ist sie nicht geeignet, weil der 
DurchlaBbereich zu schmal ist und besonders. die 
hoheren Frequenzanteile ttber 1000 Hz stark unter- 
driickt werden, die fur die Storwirkung eines Ge- 
rausches einfluSreich sind. 


Fur Geraduschspannungsmessungen in Rundfunk- 
leitungen ist die Kurve CCIF-45 405 vorgeschrie- 
ben [4]. Das Instrument zeigt einen ,,Quasi-Spitzen- 
wert“, der infolge der Ladezeitkonstante der An- 
zeigeschaltung im allgemeinen als der groBte Augen- 
blickswert anzusehen ist. Unterhalb 1000 Hz hat 
man eine Neigung von 8 bis 9 dB/Oktave und er- 
reicht bei 5000 Hz einen Wert, der 8,4 dB uber 
1000 Hz liegt. Hiermit sollen Storungen bewertet 
werden, die hauptsachlich vom Rohrenrauschen 
stammen, daher die grofe Hervorhebung der hohen 
Frequenzanteile. Diese als Psophometer bezeichne- 
ten Gerate sollen also bestimmte Gerduscharten er- 
fassen, die entweder das auf kleine Lautstarken ein- 
gestellte Ohr erregen oder von einem Nutzschall 
einen gentigenden Abstand zur Vermeidung von 
Sprachverstandlichkeits- oder anderen Storungen 
halten sollen. Beide Kurven erscheinen mir fir die 
Bewertung von allgemeinen Gerauschen nicht geeig- 
net, auch wenn sie nach G. Bosserr fiir die relative 
Beurteilung der Geradusche im Inneren von Kraft- 
fahrzeugen von Wert sein sollen [5]. 


Der Gedanke, eine starkere Frequenzbewertung 
vorzunehmen, ist zuerst von W. Horie (1951) [6] 
durch die Strid-Schaltung im Verkehrsgerauschmesser 
verwirklicht worden. Er benutzte im Bereich zwischen 
etwa 100 und 4000 Hz eine konstante Neigung von 
6 dB/Oktave (in Bild] mit St bezeichnet). Diese 
Frequenzbewertung hat sich nicht eingefihrt, da sie 
mehrfach als zu gros empfunden wurde. 


Der Frequenzgang der Kurve GST wird von mir 
vorgeschlagen. Er beruht auf den Feststellungen [6] 
iiber die Frequenzabhangigkeit der Kurven gleicher 
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Lastigkeit, iiber den Verlauf der Gerausch- und 
Sprachverstandigungskriterien nach L. L. Beranek 
und Mitarbeitern, insbesondere tber den der neuen 
NC-Kurven nach K.N. Srevens und A. C. Pretra- 
santa und iiber den Frequenzgang der Kurven glei- 
cher Lautstarke fiir Rauschen, insbesondere oktav- 
gefiltertes Rauschen, nach L. Cremer, G. PLence und 
D. Scuwarze. Zuerst hatte ich vorgeschlagen, fir 
diese Bewertung der Schallspektren kontinuierlicher 
Gerausche (elektrischer Maschinen) nur eine gleich- 
maBig mit 3dB/Oktave oder 10 dB/Dekade iiber 
den ganzen Frequenzbereich abfallende Gerade zu 
benutzen. Bei anderen Gerauschen, z. B. von Verbren- 
nungskraftmaschinen, treten die Anteile tiefer Fre- 
quenzen nicht so zurtick wie bei elektrischen Maschi- 
nen. Sie sind deshalb in der Kurve GST durch einen 
verdoppelten Anstieg unterhalb 300 Hz besser be- 
rucksichtigt, und zwar aus folgendem Grund: 

Nahert sich die Schallstarke der sogenannten 
Schmerzschwelle, so kommen wir vorher in ein Ge- 
biet, dessen Schallstarke bei Einwirkung des Schalles 
uber langere Zeitraume fiir viele Stunden am Tage 
mit Sicherheit zur sogenannten Larmschwerhdrigkeit 


fuhrt. 
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Bild 2. Grenzkurven fiir Hérschidigungen. 


In Bild2 sind einige Grenzen angegeben, bei 
deren Uberschreitung mit dem Eintritt von Larm- 
schwerhérigkeit gerechnet werden mu8. Schon die 
erste Bekanntgabe von Kryrer (1950) [6] zeigt fiir 
Frequenzanteile des noch zulassigen Schalldruckes 
unter 300 Hz eine wesentlich starkere Zunahme als 
3 dB/Oktave. Die Grenzkurve von Stawin (1956) 
[6] behalt eine Neigung von 5 dB/Oktave sogar bis 
1000 Hz bei. Auch Meyer-Detrus, der mir dankens- 
werterweise die von ihm nach seinen Untersuchungen 
im Max-Planck-Institut fiir Arbeitsphysiologie in 
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Dortmund benutzten Grenzkurven zur Verftigung 
stellte, hat im ganzen Bereich eine grifere Neigung 
als 3 dB/Oktave festgestellt. Die untere Kurve wird als 
Gefahrengrenze bezeichnet, waihrend die Uberschrei- 
tung der oberen Kurve mit sehr groBer Wahrschein- 
lichkeit zur Larmschwerhorigkeit fiihrt. Die weitere 
Kurve wurde von A. Gioric (American Academy of 
Ophthalmology and Otolaryngology) auf der Ta- 
gung der International Organization of Standardiza- 
tion ISO/TC 43-Acoustics im Juli 1958 in Stock- 
holm vorgelegt. Hier ist der Anstieg nach tiefen 
Frequenzen auch wesentlich steiler als 3 dB/Oktave. 
Die in Bild 2 eingetragene Gerauschstufe 9 entspricht 
etwa dem Mittelwert aus allen vorliegenden Vor- 
schlagen. 
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Bild 3. Bewertungskurven von Oktavspektren als Ge- 
rauschstufen; Kurven gleicher Lautheit in sone 


nach S. S. Srrvens. 


Auf Grund vorstehender Uberlegungen ist der 
Verlauf von sogenannten Gerduschstufen als eine 
Schar paralleler Geraden zur Bewertung des Schal!- 
druckpegel-Oktavbandpab-Diagrammes gewahlt und 
in Bild3 in Form von geknickten Geraden angege- 
ben worden. Ein Zehntel des dB-Wertes beim Schnitt 
der Kurven mit der 1000-Hz-Ordinate ergibt die 
Ordnungszahl der Geriuschstufen. Da die Gerausch- 
stufen einen Abstand von 10 dB haben, entspricht 
eine VergroBerung um eine Gerduschstufe etwa 
einer Verdoppelung der Lautheitsempfindung. Bei 
praktischer Erprobung hat sich herausgestellt, dai 
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fiir eine Reihe verschiedenartiger Spektren der sub- 
jektive Wert, mit einem Gerduschmesser nach Barx- 
HAUSEN festgestellt, mit dem graphisch gewonnenen 
Wert der Gerduschstufe hinreichend tbereinstimmt 
[7]*. Uber die Ergebnisse einer umfangreichen 
Vergleichsmessung mit verschiedenen Gerauscharten 
wird an anderer Stelle berichtet. 

In Bild 3 sind auBer den geknickten Geraden fiir 
die Gerauschstufen noch die Kurven gleicher Laut- 
heit in sone nach S. S. Stevens [8] eingetragen. Auf- 
fallig ist dabei, daf} die Kurven gleicher Lautheit 
im Frequenzbereich zwischen etwa 400 und 1200 Hz 
keinen Frequenzgang zeigen, wahrend doch gleiche 
Schalldrucke innerhalb dieses Bereiches sowohl fir 
reine Tone als auch fur breitbandiges Rauschen 
merkbar unterschiedlich bewertet werden. 

Der Gerauschstufe entspricht die Bewertungskurve 
(oder eine Parallele dazu), die gerade den hochsten 
Wert der Spektralkurve berthrt. Die darunterliegen- 
den Anteile werden der Einfachheit halber hierbei 
nicht hinzugenommen. S.S.Srevens fiigt zu dem 
Hochstwert noch 30% der Summe der tibrigen Laut- 
heiten hinzu. In den meisten Fallen ist der durch 
diese Vernachlassigung bedingte Fehler fiir die sub- 
jektive Einordnung des Gerausches gering. Tritt nur 
ein einzelner Ton oder ein schmales Frequenzband 
aus dem allgemeinen Abfall nach hohen Frequenzen 
hervor, so ist dieses sowohl fiir die objektive Ge- 
rauschstufe wie auch fiir die subjektive Bewertung 
allein ausschlaggebend. Verlauft die Spektralkurve 
fiir einen gréBeren Frequenzbereich parallel zu einer 
Bewertungskurve, dann ist wohl im Gesamtspektrum 
ein hoherer Energieinhalt enthalten, zugleich ist die- 
ser Verlauf aber das Kennzeichen daftir, da der 
Schall weniger einem Ton oder gefarbtem Rauschen 
ahnelt, sondern sich weitgehend einem weiBen Rau- 
schen nahert. Damit ist die Einwirkung auf das Ohr 
entsprechend weniger lastig und storend, und der 
Larm eines derartigen Gerausches wird angenehmer 
beurteilt. 


3. Subjektive Beurteilung 


Im vorstehenden ist allein die spektrale Zusam- 
mensetzung des Geradusches zur Gewinnung von ob- 
jektiven Gerauschstufen nach dem aufgenommenen 
Schalldruckpegel-Oktavband-Diagramm _herangezo- 
gen, um eine gehorrichtige Bewertung des Gerau- 
sches nachzubilden. Der zeitliche Ablauf des Schall- 
ereignisses ist dabei nicht beachtet, da bisher nur 
kontinuierliche Vorgange betrachtet wurden. Bei der 
subjektiven Messung nach DIN1318 werden in 


1 In den hier wiedergegebenen 15 Spektren zeigt 
sich, daB bei der benutzten MeSmethode der erhdhte 
Anstieg unter 300 Hz in nur einem Falle die Zahl der 
Gerauschstufen nur leicht andern wiirde im Vergleich 
zu den benutzten Geraden als Bewertungskurven. 
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ebener Welle von vorn auf den Kopf auffallend das 
Gerausch und der Vergleichston abwechselnd beiden 
Ohren zum Vergleich geboten. Zur Messung wird 
gewohnlich der Vergleichston in seiner Starke vari- 
iert. Nach E. Zwicker [9] wird aber der verander- 
liche Schall immer zu laut eingestellt. Dartiberhin- 
aus findet er bei Lautstarkevergleichen zwischen 
1000-Hz-Tonen und weifem oder gleichmafig an- 
regendem Rauschen, da beide Schalle dann gleich 
laut erscheinen, wenn der Schalldruckpegel des 
1000-Hz-Tones um etwa 10 bis 15 dB tiber dem 
Schalldruckpegel des Rauschens liegt. Dies bedeutet, 
da bei einem subjektiven Horvergleich eines in sei- 
ner Intensitat festgehaltenen Geradusches mit breit- 
bandigen Frequenzanteilen mit einem in seiner In- 
tensitat veranderten 1000-Hz-Ton dieser systema- 
tisch um wenigstens 10 bis 15 dB lauter eingestellt 
wird, als eine objektive Anzeige ergeben wiirde. Da- 
mit ware eine der hauptsachlichen Feststellungen bei 
den Vergleichsversuchen von Quierzscu aufgeklart. 
Diese Unterschiede wiirden also in einem ebenen 
Schallfeld bestehen. — In der Praxis der Lautstarke- 
messungen hat man es meist mit einem mehr oder 
weniger diffusen Schallfeld zu tun, der Kopf des 
Beobachters wird von den von verschiedenen Seiten 
einfallenden Schallwellen getroffen. In einem solchen 
Schallfeld wird die Lautstarke immer um einige dB 
lauter empfunden. So gibt z.B. G. Jann [10] an, 
dafs ,,sich der fiir 40 phon notwendige Pegel des un- 
gestorten Vergleichs-Terzrauschens fiir die ebene 
Welle zu 38dB und fur das diffuse Schallfeld zu 
35 dB bestimmt“. Zur gleichen Feststellung kommt 
K. Wenpr [11] bei zweiohrigem Horen, namlich dah 
diffuser Horschall (bei gleicher objektiver Einstel- 
lung des Schallpegelmessers) merklich lauter emp- 
funden wird als in einem schalltoten Raum, und 
zwar betragen die Differenzen im Mittel zwischen 
3,5 und 5,5 dB. Es besteht also eine sehr merkliche 
Abhangigkeit der subjektiv empfundenen Laut- 
starke von der Struktur des Schallfeldes. 

Diese Beobachtungen zeigen, da auBer der Fre- 
quenzbewertung des Schalldruckpegels und dem zeit- 
lichen Ablauf des Schallvorganges noch wesentlich 
die raumliche Einwirkung des Schallvorganges auf 
die Bildung des subjektiven Lautstarkeeindruckes 
von Einflu8 ist. Diesen Einflu8 wird man nach unse- 
rer jetzigen Erkenntnis weder durch die Gerausch- 
stufe noch durch das graphische Berechnungsverfah- 
ren der Lautstarke nach E. Zwicker [9] aus dem 
Frequenzgruppen-Schallpegel-Diagramm erfassen. 


4. SchluBfolgerungen 


Da es nach den vorstehenden Ausfihrungen fir 
die nahe Zukunft als unmoglich erscheint, die sub- 
jektiv Lautstarke eines Gerdusches 
durch objektiv arbeitende Gerate zu erfassen, sollte 


empfundene 
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man fiir Gerauschbewertungen der Praxis die Fre- 
quenzbewertung des Oktavpegel-Diagramms nach Art 
der vorgeschlagenen Gerauschstufen zur Kennzeich- 
nung der Gerauschstarke durch eine einzige Zahl 
heranziehen 2. Das Ziel bleibt bestehen, diesen Wert, 
der mehr Aussagen tber das Gerdusch verarbeitet 
als der DIN-Lautstarkemesser, durch ein Anzeige- 
instrument einfacher Bauart zu gewinnen [12]. In 
einfacher Weise ]a8t sich dieser Wert dadurch ge- 
winnen, daB der Verstarker der Mefeinrichtung 
einen derartigen Frequenzgang erhalt, daf} dieser 
dem Verlauf der Gerduschstufe nach Bild 3 ent- 
spricht. Beim Durchdrehen eines eingeschalteten Fil- 
ters von Hand liefert die dabei beobachtete grote 
Anzeige direkt die Ordnungszahl der Gerauschstufe. 
Gleichzeitig sieht man auch, in welchem Frequenz- 


bereich der am starksten bewertete Schallanteil liegt. 
(Eingegangen am 31. Januar 1959.) 
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2 Bei Verwendung von 1/3-Oktavfiltern sind bei Ge- 
rauschen die MefSwerte im allgemeinen um 4,8 dB zu 
erhdhen, um dieselbe Gerduschstufe wie bei Oktayfil- 
tern zu erhalten. 


ZUR SPEKTRALSTRUKTUR 
DE /r/-ALEOPHONE DES*DEUTSCHEN 


von W. Meyer-Errier 


Institut fiir Phonetik und Kommunikationsforschung der Universitat Bonn 


Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Zur Bestimmung der Spektraleigenschaften der allophonischen Varianten des deutschen 
/r/-Phonems in verschiedener lautlicher Umgebung wurden Visible-Speech-Analysen beson- 
ders ausgewahlter Worter durchgefiihrt, die von hochdeutsch sprechenden Versuchspersonen 
aus dem Kolner Raum gesprochen worden waren. Die Allophone [Rr] und [0] sind durch 
Bewegungen des ersten und zweiten Formanten (F; und F;) gekennzeichnet, die fir [R] 
einen Streuungsschwerpunkt bei etwa 450 Hz (F,) und 1100 Hz (F,) und fiir [>] bei etwa 
650 Hz (F,) und 1250 Hz (F.) zeigen. Untersucht wurden ferner die distinktiven Merkmale 
der Realisationen von unbetontem finalem /er/ und finalem /r/ und ihre Beziehung zu un- 
betontem finalem /e/. 


Summary 


In order to estimate the spectra of allophonic variants of the German /r/ phoneme, visible- 
speech-analyses of specially chosen words, spoken by people living in the environment of 
Cologne, are made. The allophones [x] and [0] are characterised by movement of the first 
and second formants — centering for the former round 430 and 1100 c/s and for the latter 
650 and 1250 c/s. Finally the distinctive characteristics of unstressed final /er/ and final /r/ 
are found and related to unstressed final /e/. 


Sommaire 


Pour définir les particularités spectrales des variantes allophoniques du phonéme /r/ 
allemand dans des régions différentes au point de vue phonétique, on a effectué des analyses 
«visible speech» sur des mots spécialement choisis qui furent prononcés par des sujets 
rhénans (territoire de Cologne) .parlant le haut allemand. On différencie les allophones [r] 
et [D0] par les déplacements des premiére et deuxiéme formantes (F; et F,), qui montrent 
pour [Rr] un foyer de dissipation 4 environ 450 Hz (F,) et 1100 Hz (F,) et pour [2] a en- 
viron 650 Hz (F;) et 1250 Hz (F,). Ultérieurement, on recherche les signes distinctifs des 
réalisations de la finale non accentuée /er/ et de la finale /r/ et leur rapport avec la finale 


non accentuée /e/ . 


1. Allgemeines 


Das Phonem /r/ tritt im Deutschen nur unmittel- 
bar vor oder nach einem vokalischen Phonem auf '. 
Es kommt ferner im nichtzusammengesetzten Wort 
in folgenden Konsonantenverbindungen (clusters) 
vor: pravokalisch in den Dyaden /pr, tr, kr, br, dr, 
er, fr, fr/? und den Triaden /Spr, Str/*, postvoka- 
lisch in den Dyaden /rp, rt, rk, rb, rd, rg, rf, rf, rs, rs, 
rJ, rx, rv, rz, rm, rn, rl/* und den Triaden /rpt, 
rkt, rft, rst, rst, rft, rxt, rmt, rnt, rlt, rps, rts, rks, 
rfs, rfs, rxs, rms, rns, rls/*; aus den Triaden lassen 


1 Beispiele: roh /ro:/, fiir /fii:r/. Im folgenden wird 
die phonemische (d.h. linguistische) Transkription stets 
durch schriige Striche // und die phonetische Transkrip- 
tion durch eckige Klammern [] gekennzeichnet. 


2 Beispiele prall /pral/, treu /troi/, krank /krayk/, 
braun /braun/, drei /drai/, griin /grii:n/, frech /frex/, 
schrill /Sril/. 


3 Beispiele: Spruch /Sprux/, Strahl /Stra:1/. 


sich Tetraden bilden durch Anfiigen von /s/ bzw. /t/ 
und schlieBlich sogar Pentaden wie z. B. /rksts/ ®. 
Zur lautlichen Realisierung des /r/-Phonems 
stehen vielerlei Allophone zur Verfiigung, die je- 
doch nicht vom Sprechenden beliebig gewahlt wer- 
den konnen, sondern zum Teil als ,,kombinatorische 
Varianten“ [4], [5] vom substanziellen Kontext, 
d.h. von der lautlichen Umgebung abhangen. Neben 
den eigentlichen r-Lauten, dem apikalen oder Zun- 


4 Beispiele: Korb /korp/, Wert /ve:rt/, Werk /verk/, 
Erbe /'erbe/, Erde /'e:rde/, Morgen /m'orgen/, Wurf 
/vurt/, Karpfen /k'arfen/, Mars /mars/, kurz /kurs/, 
barsch /bar§/, durch /durx/, Kurve /k'urve/, Hirse 
/b'irze/, warm /varm/, Dorn /dorn/, Kerl /kerl/. 

5 Beispiele: wirbt /virpt/, merkt /merkt/, wirft 
/virft/, Durst /durst/, Arzt /a:rst/, forscht /forSt/, 
schnarcht /Snarxt/, warmt /vermt/, zirnt /siirnt/, quirlt 
/kyirlt/, Knirps /knirps/, Worts /vorts/, Murks /murks’, 
wirfs /virfs/, Dorschs /dorSs/, durchs /durxs/, Worms 
/yorms/, Kerns /kerns/, Karls /karls/. 

6 Beispiel: merksts /merksts/. 
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genspitzen-r [r], dem uvularen oder Zapfchen-r 
[x] und dem frikativ-uvularen ,,r grasseyé“ [#] fin- 
det man zahllose allophonische Varianten, die vom 
stimmlosen Frikativlaut [x] (dem ,,Ach-Laut*) bis 
zu gerauschfreien Vokalen vom Charakter eines 
velaren a-Lautes [0] reichen [2]7. 

Das apikale [r] ist — zumindest in Westdeutsch- 
land, mit Ausnahme von einigen landlichen Bezir- 
ken — im Verschwinden begriffen oder bereits ver- 
schwunden. An seine Stelle tritt das uvulare [rR] 
(auch abgeschwacht zu [*] und [x]) und in aus- 
lautender Position (d.h. am Ende eines Wortes, 
oder genauer: am Ende eines Morphs) insbesondere 
nach Langvokal das vokalische [»]. Letzteres findet 
man vielfach auch in postvokalischen Konsonanten- 
verbindungen. 

Fur den unter dem Einflu8 der ripuarischen 
Mundart stehenden Teil des westdeutschen Sprach- 
gebiets ergeben sich im wesentlichen folgende Reali- 
sierungen: 

1. Pravokalisch stets [Rr]. 

2. Nach Kurzvokal [r], nach Langyvokal [>] bzw. 
[°]8; auch finales unbetontes /er/ wird meist als 
[o]realisiert (Wetter /v'eter/ — [v'eto]). (Anm.: 
Im siiddeutschen Sprachraum ist unter dem Einfluf 
des Schwabischen die Realisierung [°] auch nach 
Kurzvokal zu finden: Kern /kern/ + [k‘e°n]). In 
der Umgangssprache wird /r/ nach Kurzvokalen vor 
/t/ und /8/, gelegentlich auch vor /s/ und /§/, durch 
den stimmlosen Frikativlaut [x] realisiert: Wirt 
/virt/ — [vrxt'], kurz /kurs/ —, [kuxts], Wurst 
/vurst/ —> [vuxst‘]; aber: thr wart /va:rt/ > 
[va:°t'], Harz /ha:rs/ —  [ha:°ts], 
/va:rst] > [ve:°st‘]. 

3. Intervokalisch stets [Rr]. 


du warst 


2. Spektrale Merkmale der /r/-Allophone 


Untersuchungen an synthetischen Lautverbindun- 
gen (Haskins Laboratories [1]; [3]) ergaben, da 
fiir die amerikanischen /r/-Allophone (insbesondere 
wohl das retroflexe [1]) drei Formanten notwendig 
und hinreichend sind, wobei nicht nur der Lage der 
drei Formanten, sondern auch ihrer Bewegung vom 
vorhergehenden und zum _ nachfolgenden Laut 
(Vokal) distinktive Funktion zukommt. 

Die bei den amerikanischen /r/-Allophonen ge- 
wonnenen Untersuchungsergebnisse lassen sich nicht 
ohne weiteres auf die deutschen /r/-Allophone iiber- 
tragen. Es wurden deshalb Visible-“Speech-Analysen 
von deutschen Wortern (gelegentlich auch von ge- 
eigneten Kunstwortern mit deutscher Struktur) 


7 In der Berliner Mundart lautet die Realisierung 
oft [a]. 

8 Ein hochgestelltes phonetisches Transkriptions- 
symbol zeigt an, dafs der betreffende Laut schwach 
oder fliichtig artikuliert wird. 
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durchgefiihrt, die /r/-Realisationen in verschiedener 
Position enthielten. Die hochdeutsch sprechenden 
Versuchspersonen (Vpn.) stammten groStenteils aus 
dem Gebiet um Koln. Sie wurden aufgefordert, eine 
Liste von Wortern deutlich, aber mit normaler 
Sprechgeschwindigkeit vorzulesen. Um jede Beein- 
flussung zu vermeiden, wurde ihnen nicht gesagt, 
welche der in der Liste éenthaltenen Worter die Test- 
worter waren. 


Die Spektralanalyse ergab bei den eigentlichen 
r-Lauten [r] und [R] einen nur schwach ausgebilde- 
ten dritten Formanten zwischen 2000 und 2500 Hz. 
Der erste Formant beider Laute liegt bei 400 Hz, 
der zweite Formant des [r] bei 1100 Hz und der 
zweite Formant des [rR] bei 1400 Hz (vel. Bild 1). 


kHe[ § 

4 
Bild 1. a 
Spektrogramme von 


[r] und [r]. 0 


[r] [r] 


Im Gegensatz zu diesen r-Lauten ist das vokalische 
/r/-Allophon [»] durch einen oftmals kraftigen drit- 
ten Formanten zwischen 2000 und 3000 Hz ausge- 
zeichnet, der sich deutlich ausgepragt auch bei den 
Vokalen [a], [9], [e], [o]. [vy], Ly], lel. Lei, 
[x], [9] und den stimmhaften Frikativlauten findet 
(bei [e] oft mit dem zweiten Formanten verschmol- 
zen), weniger ausgepragt bei [o] und [v] bzw. [u] 
und in wesentlich hoherer Frequenzlage bei [i]. 


In den Lautverbindungen [a:°] (Gefahr), [o:°] 
(vor), [@:°] (hdher), [y:°] (friiher), [eé:°] 
(Spdher) und [e:°] (sehr) bleibt der dritte For- 
mant mithin ganz oder nahezu frequenzkonstant 
(bei [i:°] dagegen bewegt er sich z.B. von 3500 
nach 2400 Hz), und er nimmt dabei sogar haufig 
an Intensitat zu (z.B. bei [u:°] (fuhr)), wahrend 
er in den Ubergingen [a:r] (fahre), [ar] (Narr), 
[o:r] (ore), [or] (Korn), [o:r] (Aére), [cer] 
(dérren), [y:r] (fuihre), [yr] (dirr), [e:r] 
(ware), [er] (Herr), [e:r] (Lehre), [i:r] (thre) 
und [rr] (irr) seine Intensitat in der Phase stark- 
ster artikulatorischer Verengung so weit vermindert, 
dai er im Visible-Speech-Spektrogramm meist nicht 
mehr aufgefunden werden kann, also unterbrochen 
erscheint (vgl. das Spektrogramm von _ thre, 


Bild 5c). 


3. Erster und zweiter Formant 


Die Bewegungen des ersten und zweiten Forman- 
ten beim Ubergang Vokal — /r/-Allophon sind 
— stark schematisiert — in Bild 2 fiir [°] nach 
Langvokal und in Bild 3 fiir [rR] nach betontem 


ee 
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Kurzvokal und fiir intervokalisches [rk] nach Lang- 8 
vokal aufgezeichnet; die Pfeile geben dabei nicht kt 
die tatsachlich durchlaufenen Wege des ersten und 6 
zweiten Formanten an, sondern nur Anfangs- und 
Endpunkt der Bewegung. i 
Besonders gro ist der Bewegungshub bei den 
Palatalvokalen (insbesondere [i] und [e]); Bild 4 
bringt als Beispiel das Spektrogramm des Wortes 
sehr [ze:°], gesprochen von drei Vpn., und Bild 5 
die Spektrogramme der Worter Wirt [virt‘], Kern ! ae t 1k ¢€ a nili: Roige | 
[k‘ern] und thre ['i:ra]. Wenig ausgepragt ist hin- @® © © 


1000 
H2 


500 


Erster Formant 


0) 1000 2000 


Zweiter Formant 


0 
3000 Hz 


Bild 2. Bewegungsschema der beiden ersten Formanten 
in der Lautverbindung ,,Langvokal-[°]“: 


1000 
H2 


500 


Erster Formant 


| 


0 
0 41000 3000 He 


Zweiter Formant 


2000 


Bild 3. Bewegungsschema der beiden ersten Formanten 
in den Lautverbindungen ,,betonter Kurzvokal- 
[x]“ und ,,betonter Langvokal-[r]-Vokal*. 


0 


Vp.S. 


Vp.R. Vp.M. 


Bild 4. Spektrogramme des Wortes sehr [ze:°], gespro- 
chen yon drei Vpn. 


Bild 5. Spektrogramme der Worter a) 
und c) thre; Vp. M. 


Wirt, b) Kern 


gegen die Formantbewegung in den Verbindungen 
[a:°] und [ar]; die Spektrogramme konnen viel- 
fach nur so interpretiert werden, da bei [a:°] in 
der Artikulationsphase des [°] der zweite Formant 
F, verschwindet und der erste Formant F, weiter 
besteht (Bild 6), wahrend bei [ar] in der Artiku- 
lationsphase des [x] nur der zweite Formant be- 


stehen bleibt (Bild 7). 
Phe 


kHz kH2F 
4 mS 
i 

2 ap 
0 Olen 


Bild 7. Spektrogramm der 
Lautfolge [a: ra:], Fy er- 
ster Formant, F, zweiter 


Bild 6. Spektrogramm der 
Lautfolge [a:°], F, erster 
Formant, F, zweiter For- 


mant; Vp. T. Formant; Vp. M. 
1000 
Hz 
E 
500. 
0) 
0 1000 2000 Hz 


Zweiter Formant 


Bild 8. Streuungsbereiche der Laute [Rr], [>] bzw. [°] 
und [a]; 8 Vpn. 


4. Unbetontes /er/ und /e/ 


Die inter- und intrasubjektiven Streuungsbereiche 
der Laute [x] und [°] als Realisationen von /r/ 
und des [p] als Realisation von unbetontem /er/ 
sind in Bild 8 in eine Formantkarte eingetragen, 
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ferner der Streuungsbereich des [9] als Realisation 
von unbetontem /e/. Alle drei Streuungsbereiche zei- 
gen partielle Uberlappung. Diese Uberlappung kann 
im Falle von [rx] und [°] nicht zu Schwierigkeiten 
fiihren, da die beiden  Allophone komplementar 
distribuiert sind, also nicht in der gleichen lautlichen 
Umgebung vorkommen konnen. Dagegen stehen [0] 
und [9] als Realisationen zweier verschiedener 
Phoneme bzw. eines Phonems /e/ und einer Pho- 
nemsequenz /er/ in Opposition zueinander, d.h. sie 
sollten Wortunterscheidungen ermoglichen wie z. B. 
Wette /|v'ete/ — [vleta] von Wetter /v'eter/ > 
[v'eto]. Da auch die dritten Formanten von [0] 
und [9] praktisch tibereinstimmen, kann die par- 
tielle Uberlappung der Streuungsbereiche des ersten 
und zweiten Formanten von [0] und [9] zu Ver- 
standlichkeitseinbuBen ftuhren, vornehmlich bei 
nachlassigem Sprechen. Im Streben nach deutlicher 
Aussprache werden deshalb — je nach dem vorher- 
gehenden Laut — die unterscheidenden Merkmale 
des [0] oder des [9] tibertrieben. Wie dies ge- 
schehen kann, lehrt ein Blick auf Bild 9, in dem die 


Realisationen der Phonemsequenzen /..te/ und 


khz 
kHe 4 
4 
2 
2 
0 


(®) 0 


Bild 9. Spektrogramme der Realisatio- 
nen yon a) /..te/ und b) /..ter/. 


Vp.S. Vp.M. Vp.H. 


/..ter/ fiir drei Vpn. wiedergegeben sind. Die 
Spektrogramme zeigen, daB die Realisation [9] von 
unbetontem /e/ zeitlich unveranderliche Formanten 
aufweist, wahrend die Realisation [>] von unbeton- 
tem /er/ sich von der des /e/ durch Abwartsbewe- 
gung des zweiten und Aufwartsbewegung des ersten 
Formanten unterscheidet. Verglichen mit dem ,,rei- 
nen“ Vokalcharakter des [9] hat somit das [0] 
hier quasi-diphthongischen Charakter. Entgegen- 
gesetztes Verhalten zeigen die Spektren der Realisa- 
tionen von /..re/ und /..rer/ (ihre, ihrer): hier 
bleiben die Formanten des [»] konstant, und der 
zweite Formant des [9] bewegt sich aufwarts 


(Bild 10). 
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Bild 10. Spektrogramme der Reali- 
sationen von a) /...re/ und b) 
pesrerd. > Nips 
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Einer besonderen Untersuchung bedurfte die 
Frage, wie weit die Realisationen der unbetonten 
finalen Phonemsequenz /er/ nach Langvokal (/V:/) 
und des finalen /r/ nach Langvokal (z. B. in Seher, 
sehr oder hoher, hor) sich voneinander unterschei- 
den lassen. Von vornherein war zu vermuten, dah 
die Unterschiede nur schwach ausgepragt sind, denn 
bereits unter geringfiigig erschwerten Kommunika- 
tionsbedingungen zeigt sich die Tendenz, in die 
Realisation von /V:er/ das A der orthographischen 
Schreibung hineinzunehmen und z. B. Seher /z'e:er/ 


als Phonemaggregat /z'e:her/ aufzufassen. Wurden 


die Vpn. gebeten, sich dieser falschen Interpretation 
zu enthalten, so zeigte sich, da der Unterschied 
zwischen den Realisationen von /V:er/ und /V:r/ 
darin bestand, daf /er/ 

durch einen langeren 6 

und /r/ durch einen 
kurzeren [0 |-Laut, 
(d. h.  /er/— [»], 
/r/— [°] _ realisiert 
wurde. Bild 11 bringt 
als Beispiele die Spek- 
trogramme von eher 
/'e:er/ und er /e:r/; 
zur Verdeutlichung ist 
das  Spektrogramm 
von Ehe /'e:e/ da- 
nebengestellt. 
(Eingegangen am 4. Febr. 1959) 


Bild 11. 
Worter a) eher, b) er und c) 
Ehes Vp. Ee 


Spektrogramme der 
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PirevOuzeICHENWAHL FUR KRAFT-UND SCHNELLE 
Dion Re DARSPELLUNG IN ELEKTRISCHEN 
ERSATZSCHALTBILDERN 


von W. Rercuarpt und A. Lenx 


Institut fiir Elektro- und Bauakustik, Technische Hochschule Dresden 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Bei der Aufstellung von Ersatzschaltungen mechanischer Anordnungen mu man _ be- 
stimmte Verabredungen itiber die Zahlweise der verwendeten Variablen treffen, ganz ahnlich 
wie das in der Elektrotechnik schon seit langem iblich ist. Eine solche Verabredung wird in 
der folgenden Arbeit fiir die Variablen Schnelle v und Kraft F vorgeschlagen. Es wurde 
dabei besonderer Wert darauf gelegt, die Regeln in méglichst enge Analogie zur Elektro- 
technik zu bringen, wobei die Kraft mit dem elektrischen Strom und die Schnelle mit der 
elektrischen Spannung verglichen wird. 


Summary 


In the design of equivalent electric circuits of mechanical systems certain conventions are 
necessary as to the signs of the used variables. Such conventions are common use in electrical 
engineering and the present paper gives a similar proposal for the mechanical variables 
particle velocity v and force F. Special emphasis has been laid on getting rules as close as 
possible to those applicable in electrical engineering. The analogy force — current and 
velocity — voltage is used. 


Sommaire 


Dans la disposition de diagrammes équivalents de dispositifs mécaniques, on doit établir 
des conventions précises sur le mode de calcul des variables employées spécialement pour 
leurs signes exactement comme on a l’habitude de le faire depuis longtemps déja en électro- 
technique. Une telle convention est proposée dans le travail suivant pour les signes des 
variables vitesse v et force F. Il y avait, en outre, un grand intérét 4 amener les régles a une 
analogie la plus serrée possible avec |’électrotechnique, par quoi la force était comparée 
au courant électrique et la vitesse 4 la tension électrique. 


Von der Darstellung mechanischer Schwingungs- 
vorgange in Form von elektrischen Ersatzschaltbil- 
dern wird in steigendem Mafie Gebrauch gemacht. 
Sind feste Korper an der Schwingung beteiligt, so 
empfiehlt es sich im allgemeinen, Kraft und Schnelle 
als veranderliche Groen einzufiihren. Will man 
dann erreichen, da die elektrische Ersatzschaltung 
ein topographisch zutreffendes Abbild der mechani- 
schen Anordnung ist, so muf} man die Analogie 
Kraft und Strom (F Si) bzw. Schnelle und Span- 
nung (v Su) verwenden. 

Soll nun gemaéS dieser Analogie Kraft und 
Schnelle in dem Ersatzschaltbild wie Strom und 
Spannung verwendet werden, so sind Vereinbarun- 
gen tiber die Vorzeichenwahl notwendig. Selbst- 
verstandlich kann man sehr verschiedene Vereinba- 
rungen hieriiber treffen. Es empfiehlt sich aber, ein 
bestimmtes System anzuwenden, da, wie sich zeigen 
wird, vielerlei Einfliisse von Bedeutung sind und 
Rechnungen, die aus dem Ersatzschaltbild abgeleitet 
werden, nur dann eindeutig sind, wenn sie auf be- 
stimmten Vorzeichenregeln basieren. __ 

In der Elektrotechnik haben sich bestimmte Vor- 
zeichenregeln schon lange eingebiirgert und sind 


recht einheitlich in Gebrauch. Man wird selbst- 
verstandlich anstreben, die Vorzeichenwahl fiir Kraft 
und Schnelle diesen Regeln so weitgehend wie mog- 
lich anzupassen. Nun ist es zwar leicht méglich, 
Kraft- und Schnellepfeile einfach ganz analog den 
Strom- und Spannungspfeilen der Elektrotechnik in 
die Schaltung einzuzeichnen, jedoch ist deren Bedeu- 
tung damit nicht ohne weiteres festgelegt. 

Die Vorzeichen von Strom und Spannung sind ja 
nur abhangig von ihrer Lage zum zugehorigen 
Schaltelement (Ein- und AusflieBen des Stromes an 
einer Klemme, Zu- oder Abnahme des elektrischen 
Potentials auf dem Weg von Klemme 1 nach 2 oder 
2 nach 1). Bei Kraft und Schnelle ist noch zusatzlich 
ihre Lage im Raum bzw. die Lage des Schaltelemen- 
tes im Raum zu beachten. Das Schaltbild mui daher 
zunichst so aufgezeichnet werden, das es die rdum- 
liche Lage der Schaltelemente zutreffend abbildet 
und man muf sich im allgemeinen auf solche 
Schwingungsvorgange bei Umwandlung in ein elek- 
trisches Ersatzschaltbild beschranken, deren Bewe- 
gung sich eindimensional darstellen ]aBt. 

Zweckmabig wird vereinbart (vgl. die Beispiele 
Bild 1 a und 1b): 
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Bild 1. Beispiele fiir Zeichnung und Bedeutung der Be- 
zugsrichtung der Schnellepfeile und Kraftpfeile 
in einer mechanischen Schaltung. 


1. Alle mechanischen Schaltelemente, die durch ge- 
_ rade Linien miteinander verbunden sind, haben 
an diesem Schaltpunkt gleiche ,,absolute Schnelle“. 
Sie ist positiv, wenn sie mit einer fur das ganze 
Schaltbild giiltigen willktirlich festgelegten ,,Be- 
zugsrichtung“ (in den hier mitgeteilten Schalt- 
bildern mit > + gezeichnet) tibereinstimmt. Man 


kann sich diese Verbindungslinien  gleicher 
Schnelle als masselose, unendlich starre Stabe 
vorstellen. 


Daraus folgt, da Hebel nicht durch gerade 
Linien abgebildet werden dirfen. Gelenk- und 
Festpunkte sind bei diesen besonders zu kenn- 
zeichnen. 


2. An jedes Schaltelementes 
herrscht im allgemeinen eine verschiedene abso- 
lute Schnelle. Die Differenz dieser Werte, die 
»relative Schnelle“, ist ein Kennzeichen der Be- 
anspruchung dieses Schaltelementes und _ ent- 
spricht dem Spannungsabfall tiber elektrischen 
Schaltgliedern. Sie wird durch einen ,,Schnelle- 
pfeil“ (entsprechend dem Spannungspfeil) langs 
des zugehorigen Schaltgliedes gekennzeichnet und 
bedeutet: 


den Endpunkten 


Schnellepfeil und Bezugsrichtung 


stimmen iberein: Verkiirzung, 
Schnellepfeil und Bezugsrichtung 
sind entgegengerichtet: Langung 


des Schaltelementes. 


Dieser Schnellepfeil tiber einem Schaltelement 
kennzeichnet zugleich die Richtung der relativen 
Schnelle des Punktes, von dem er ausgeht, gegen- 
iiber dem Punkt, auf den er hinweist, wenn er 
mit der positiven Bezugsrichtung tbereinstimmt. 
Ist der Punkt, zu dem der Schnellepfeil hinweist, 
in Ruhe, so stimmen Absolut- und Relativschnelle 
des Ausgangspunktes tberein. 


3. In die unter 1. genannten Verbindungslinien zwi- 
schen den Schaltelementen (masselose und nicht- 
federnde Stabe) zeichnet man (wie zur Kenn- 
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zeichnung der positiven Stromrichtung) ,,Kraft- 
pfeile“. Sie kennzeichnen die Richtung der Kraft, 
die auf diejenige (gedachte) Schnittflache in der 
starren Verbindung zwischen den Schaltelemen- 
ten wirkt, auf die der Bezugsrichtungspfeil hin- 
weist. Das bedeutet zugleich: 


Kraftpfeil und Bezugsrichtung 


stimmen tberein: Druck, 
Kraftpfeil und Bezugsrichtung 
sind entgegen gerichtet: Zug. 


Als Folgerung aus diesen Vereinbarungen ergibt 
sich nun: 


a) Grundsatzlich kann man diese Richtungspfeile 
an den Schaltelementen beliebig einzeichnen und 
nachtriglich durch Uberlegung oder Rechnung fest- 
stellen, ob an den einzelnen betrachteten Stellen 
positive oder negative Schnellen und Krafte wirken. . 
Zu dieser Feststellung dienen folgende Regeln: 


aa) Bewegte Schaltelemente (Energieverbraucher) 
werden entweder gleichzeitig gedriickt und verkiirzt 
oder gelangt und gezogen. Nach den unter 2. und 3. 
getroffenen Festsetzungen miissen daher die Schnelle- 
und Kraftpfeile gleiche Richtung haben. Ist das nicht 
so gezeichnet worden, so muf die Schnelle und Kraft 
verbindende Gleichung mit Minuszeichen geschrieben 
werden, beispielsweise bei einer Feder y= —j wn F. 


af) Bewegungsquellen driicken entweder bei 
gleichzeitiger Langung oder ziehen bei ihrer Ver- 
kiirzung. Die nach 2. und 3. gezeichneten Pfeile sind 
also entweder entgegengerichtet gezeichnet oder man 
mus die auf dieses Element beziigliche Gleichung 
mit negativem Vorzeichen ansetzen. 


ay) Knotenregel: 

In jedem Schaltpunkt mu8 die Summe aller aus 
Schaltelementen austretenden Krafte (zum Schalt- 
punkt hinfithrend) gleich der Summe aller in Schalt- 
elemente hineinzeigenden Krafte (vom Schaltpunkt 
wegftihrend) sein. 

ad) Maschenregel: 


In jeder Masche muf die Summe aller relativen 
Schnellen Null sein, wenn man in einem geschlos- 
senen Umlauf fortschreitet und alle gleichgerichteten 
Schnellen positiv, alle entgegengerichteten negativ 
rechnet. 


Diese Regeln entsprechen in allen Punkten dem 
ublichen Vorgehen in der Elektrotechnik. 


b) ZweckmaBig zeichnet man die Schnelle- und 
Kraftpfeile von vornherein so ein, da8 die Bedin- 
gung aa) und af) ohne Minuszeichen (Pfeile in 
Verbrauchern gleichgerichtet und in Bewegungsquel- 
len entgegengerichtet) erfiillt ist. 


Z. B. geht man dabei wie folgt vor: Man geht von 
einem bewegten Schaltpunkt einer Bewegungsquelle 
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aus und zeichnet von dort aus uber alle bewegten 
Schaltelemente (u. U. mehrere in Reihe liegende) 
Schnellepfeile mit der Spitze nach dem Ruhepunkt 
(Erde, Schwerpunkt des Systems). Ist der zweite 
Schaltpunkt der Bewegungsquelle nicht in Ruhe, so 
fiihren diese Schnellepfeile im Zuge der Schaltung 
von den ruhenden Punkten aus zu dem zweiten 
Schaltpunkt der Bewegungsquelle hin weiter. Uber 
der Bewegungsquelle selbst fiihrt der Schnellepfeil 
- von dem Ausgangsschaltpunkt zu seinem zweiten, 
gegebenenfalls ruhenden Schaltpunkt. 


Von dem gleichen Ausgangsschaltpunkt der Be- 
wegungsquelle zeichnet man Pfeile durch alle von 
der Quelle bewegten Schaltelemente in die unter 
1. genannten Verbindungslinien (masselose und 
nicht federnde Stabe). Der so gekennzeichnete Kraft- 
verlauf verzweigt sich u.U. mehrfach, kehrt aber 
uber die in Ruhe (oder gleichformiger Bewegung) 
befindlichen Punkte wieder zur Bewegungsquelle 
zuruck und schlieBt in dieser, von dem zweiten 
Schaltpunkt in sie eindringend, den _ ,,Kraftkreis“ 
(analog dem Stromkreis) . 


Bei der Verzweigung dieses Kraftflusses kann es 
selbstverstandlich durchaus vorkommen, da aus 
einem Druck Zug wird, die Kraftpfeile brauchen also 
keineswegs die Bezugsrichtung beizubehalten. 


alternativ: Man nimmt an, da eine Be- 
wegungsquelle drtickt. Die Kraftpfeile zeigen 
daher in der Bezugsrichtung durch diese hin- 
durch. Die Kraft pflanzt sich von dem einen, 
bewegten Schaltpunkt der Bewegungsquelle 
durch alle bewegten Schaltelemente hindurch 
fort. Sie kann sich u. U. mehrfach verzweigen 
und moglicherweise auch an verschiedenen Stel- 
len zu Punkten gelangen, die in Ruhe sind. Ist 
der zweite Schaltpunkt der Bewegungsquelle 
auch in Ruhe, so ist damit der ,,Kraftkreis“ 
(analog dem Stromkreis) schon geschlossen. 
Ist er nicht in Ruhe, so ist der Kraftkreis ber 
die an diesen zweiten Schaltpunkt der Bewe- 
gungsquelle angeschlossenen Schaltelemente von 
dem oder den Ruhepunkten (bzw. dem Schwer- 
punkt des Systems) aus zu schliefen. 


Die Schnellepfeile werden nun nachfolgend so 
eingezeichnet, da sie in bewegten Schaltele- 
menten (Verbrauchern) mit den Kraftpfeilen 
gleiche Richtung haben, in der Bewegungs- 
quelle dagegen umgekehrt gerichtet sind. 


Sind zwei oder mehrere Bewegungsquellen vor- 
handen, so kann man jede Quelle als unabhangig 
fiir sich in der geschilderten Weise behandeln und 
an jedem Schaltelement die entstehenden Schnellen 
und Krafte addieren. Diese Betrachtungsweise emp- 
fiehlt sich immer, wenn die Bewegungsquelle ver- 
schiedene Frequenz hat oder haben kann. 
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Ist die Frequenz gleich, so kann man auch eine 
der Quellen als Hauptquelle fiir die Vorzeichenwahl 
herausgreifen und die anderen behandelt man als 


Zweipol mit innerem Mitgang und eingepragter 


Leerlaufschnelle (ohne Belastung auftretend) oder 
KurzschluBkraft (im festgebremsten Zustand be- 
obachtbar). Ist es hierbei zweifelhaft, in welcher 
Richtung ein Schaltelement beansprucht wird (ge- 
kurzt oder gelangt, gedriickt oder gezogen), so kann 
man an dieses Element zunachst die Pfeile beliebig 
einzeichnen und ihr Vorzeichen dann zusammen mit 
aa) und af) rechnerisch bestimmen. In beiden Fal- 
len mufi} aber die Phase zwischen den Bewegungs- 
quellen getrennt bestimmt und beachtet werden. 


c) Vierpole sind im allgemeinen auf der Ein- 
gangsseite Verbraucher (Energieempfanger) . Es sind 
dort also die Pfeile fiir Schnelle und Kraft (ebenso 
wie die fir Spannung und Strom) gleichgerichtet. 
Auf der Ausgangsseite sind sie Bewegungsquelle 
(Energiesender). Dort mtissen daher die Pfeile fiir 
Schnelle und Kraft (analog Spannung und Strom) 
entgegengerichtet sein. 


Bei einem mechanischen Vierpol mu8 noch zusatz- 
lich klargestellt werden, ob es sich um eine Langung 
oder Ktrzung handelt. Als Normfallsoll gel- 
ten, da auf beiden Seiten Druck als 
positiv angesehen wird. Daraus folgt, dai 
der Vierpol auf der Eingangsseite verkirzt wird, 
auf der Ausgangsseite sich langt. Die positiven Be- 
zugspfeile sind wie in den Bildern 2 a bis d zu zeich- 


ee 


SS 


A A 
fa fa 
<+— + 


pales ae 26 
| T Lo 
uy; [ Up uy | U9 
| | { WEA | 
————s O | | eee 

= iu, 


Bild 2. Zur Festlegung der Pfeilrichtungen beim mecha- 
nischen Vierpol. 
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nen. Sie sagen nicht aus, da} die Bewegung auf der 
Ausgangsseite tatsachlich gemaf den Pfeilrichtungen 
erfolgt. Diese Bewegungsrichtungen sind auch nicht 
mehr willkirlich festlegbar, sondern durch den 
(moglicherweise aber zunachst unbekannten) inne- 
ren Mechanismus bedingt. 


Geschieht beispielsweise die Energietibertragung 
von der Eingangsseite zur Ausgangsseite durch ein 
Hebelsystem, wie es Bild 2a oder 2c andeutet, so 
entspricht tatsachlich einem Druck auf der Eingangs- 
seite auch wieder ein Druck auf der Ausgangsseite. 
Die zugehorigen Vierpolgleichungen konnen mit 
positivem Vorzeichen angesetzt werden. Wirkt die 
Hebeliibertragung aber wie in Bild 2b oder 2d, so 
entspricht einem Druck auf der Eingangsseite ein 
Zug auf der Ausgangsseite. Bleibt man trotzdem bei 
den als normal gewahlten Bezugspfeilen, die den 
Druck als positiv festlegen, so mtissen die zugehdori- 
gen Vierpolgleichungen mit Minuszeichen ange- 
schrieben werden. Die Betrachtung zeigt zugleich, 
daB Vierpolgleichungen erst dadurch 
eindeutig werden, da man 
stimmte vereinbarte 


sie auf be- 
positive Rich- 
tungen der Ein- und Ausgangsgrofen 
bezieht. 


Bei elektrischen Vierpolen sind bestimmte Fest- 
legungen tber die Richtung von Spannung und 
Strom auf der Ein- und Ausgangsseite iiblich ge- 
worden. Sie wurden in Bild 2 e und 2 f eingezeichnet 
und fiihren zu einem Minuszeichen bei dem umge- 
polten Transformator (Bild 2 f, der das elektrische 
Analogon zu den Hebeliibersetzungen der Bilder 2 b 
und 2d darstellt, wahrend der normale Ubertrager 
Bild 2 e den Bildern 2a und 2c entspricht). 


d) Elektro-mechanische Vierpole werden nun auf 
ihrer elektrischen bzw. mechanischen Seite selbst- 
verstandlich mit den gleichen Bezugspfeilen ver- 
sehen, wie sie fiir rein elektrische bzw. rein mecha- 
nische Vierpole festgelegt wurden. Sie sind in den 
Bildern 3 und 4 gezeichnet. 


Es hat sich eingebirgert, einen Wandler als ,,Sen- 
der“ zu bezeichnen, wenn er elektrische Energie auf- 
nimmt und mechanische (akustische) abgibt. An- 
dererseits nennt man ihn einen ,,Empfanger“, wenn 
er mechanische Energie aufnimmt und elektrische ab- 


gibt. 


Bild 3. Bezugspfeile in einem elektromechanischen Sen- 
der S und einem Empfanger E, gegebenenfalls 
in Kette geschaltet; Koppelbedingung vg=v,. 
FoF, 
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Auch hier ist zu beachten, da die als normal ein- 
gezeichneten Bezugspfeile nicht unbedingt mit der 
tatsachlich entstehenden Bewegung oder Kraftrich- 
tung tbereinstimmen miissen, wenn Strom und 
Spannung in der konventionellen. Weise zugefihrt 
werden. 


Bild 4. In Kette geschalteter Sender S und Empfanger KF 
bei umgedrehter Lage des Empfingers; Koppel- 
bedingung v= —v,, Fy= —F,. 


Beispielsweise kann es bei einem elektrodynami- 
schen Sender zutreffen, da bei einer mit den Pfeil- 
richtungen tbereinstimmenden elektrischen Einspei- 
sung auf der Ausgangsseite Druck und gleichzeitig 
Langung entsteht. Polt man aber das permanente 
magnetische Feld um, so entsteht unter den gleichen 
Voraussetzungen Zug und Kiirzung auf der Aus- 
gangsseite. 


Diese unterschiedliche Eigenschaft des Wandlers 
mu also in den Vierpolgleichungen zum Ausdruck 
kommen. 


Werden elektromechanische Vierpole auf der me- 
chanischen Seite in Kette geschaltet, so mu wieder- 
um die raumliche Anordnung beachtet werden. Er- 
folgt — wie iberwiegend — die Kettenschaltung so, 
wie Bild 3 andeutet, so wirkt eine Langung des 
Senders (Index ,) zusammen mit einer Kiirzung des 
Empfangers (Index ,). An beiden Wandlern entsteht 
zugleich Druck. Es kann also mit Recht die Koppel- 
bedingung v,=v,, Fy=F, geschrieben werden, die 
durch einen positiven mechanischen Transformator 
der Art von Bild 2 a mit dem Ubersetzungsverhaltnis 
i= 1 erfiillt wird. Er kann in der Zeichnung sowohl 
wie in der Rechnung natiirlich wegfallen, da er keine 
Anderung bewirkt. Die Kettenmatrizen des Senders 
und Empfangers kénnen unmittelbar miteinander 
multipliziert werden. 


Bild 2a verdeutlicht zugleich, da8 kein Wider- 
spruch darin liegt, daB v, =v, geschrieben wird, ob- 
wohl die Pfeile entgegengesetzte Richtung haben. 
Diese am Schaltelement eingezeichneten Pfeile be- 
deuten Kiirzung bzw. Langung, relative Schnel- 
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len an den Schaltelementen. Sie miissen bei der ge- 
zeichneten raumlichen Lage sogar entgegengerichtet 
sein, damit die absolute Schnelle des Schalt- 
punktes gleiche Richtung hat. 

Die Kettenschaltung kann aber auch in der Art 
von Bild 4 erfolgen. Werden die Schnelle- und 
Kraftpfeile in der vereinbarten Weise am Empfan- 
ger eingezeichnet (Druck positiv), so sieht man, daB 
die Kopplung durch diese Pfeile nicht richtig dar- 
gestellt wird. Wenn der Sender driickt, mu8 am 
Empfanger gezogen werden, dabei sollen sie sich 
beide zugleich langen. Die Koppelbedingung lautet 
also vg = —v, (beiderseits Langung oder Kirzung), 
F,= —F, (Druck und Zug wechseln in den beiden 
Schaltgliedern). Bei dieser raumlichen Lage muBten 
die Pfeile der relativen Schnellen gleiche Richtung 
haben, wenn die absolute Schnelle gleich sein soll. 
Eine Hebeliibertragung nach Bild 2 d mit dem Uber- 
setzungsverhiltnis i =1 (Drehpunkt unendlich weit 
entfernt) wiirde diese Ubertragung richtig vorneh- 
men, mu} aber mit negativem Vorzeichen geschrie- 
ben werden. Man kann die Matrizen des Senders 
und Empfangers nur miteinander multiplizieren, 


wenn man sie tber die Matrix eines negativen Trans- 
formators 

—#. 10 

Oo -l 
verbindet. 


e) Bei ,,Umkehr“ eines elektromechanischen Vier- 
pols (Energie wandert in umgekehrter Richtung hin- 
durch, aus einem Sender wird ein Empfanger bzw. 
umgekehrt) muf auf beiden Seiten eine der beiden 
Komponenten ihr Vorzeichen wechseln, damit auch 
die Energierichtung ihr Vorzeichen wechselt. 

Bei Spannung und Strom 1a} t man selbstverstand- 
lich, wie in der elektrischen Vierpoltheorie tblich, 
die Spannung ungeandert und vertauscht die Rich- 
tung des Stromes: wp =ug und ig= —ig. Will man 
auch hier dabei bleiben, dafi die Kraftrichtung, die 
dem Druck entspricht, positiv zu rechnen ist, so mu} 
bei den getroffenen Festlegungen (abweichend von 
der Analogie F 27) die Kraft ungeandert bleiben, 
infolgedessen die Schnelle umgekehrt werden: 
vp= —vg, Fe=Fs. Das Minuszeichen bei der 
Schnelle bringt zutreffend zum Ausdruck, da8 eine 
Langung beim Sender nunmehr einer Kiirzung beim 
Empfanger entspricht, wenn in beiden Fallen Druck 
entstehen soll. 
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Rechnerisch wiirde man demnach so vorzugehen 
haben: Man stellt zunachst eine fiir beide Fille 
giltige Matrizengleichung 


ug vg ug = Ay, 0g + Ayo Fs, 
ie d 
(5) ( sir) Re Pri dn ke 
auf, die natiirlich auch in der Form 
A Laer 
OR == wo us Serge ? 
Fs Ae us + Au is (2) 


geschrieben werden kann, wobei nach bekannten 
Rechenregeln unter Beniitzung der Determinante 4 
der Ausgangsgleichung zur Umkehr vorbereitet 
wurde. Die Formel (2) kennzeichnet aber noch einen 
Sender. Um bei vollzogener Umkehr einen Empfan- 
ger zu erhalten, mtissen die genannten Bedingungen 


Vp= —vs, Fe=Fs, up=ug, p= —ig 


eingeftihrt werden, die den vereinbarten Vorzeichen- 
regeln fir Empfanger entsprechen. Es wird dann 


VE = — ies Up on ip » 
fH a) (a) 
| ape ta Aj. up Ay ES Fp 2D 


A A (3) 


{) Ein Sonderfall bei der Kettenschaltung elektro- 
mechanischer Wandler kann darin bestehen, dai der 
Empfanger vollkommen gleich gebaut ist, wie der 
Sender (praktisch bedeutungsvoll z. B. bei der Re- 
ziprozitaétseichung). Nimmt man die ,,Umkehr“ des 
zweiten, als Empfanger arbeitenden Wandlers wie 
in e) beschrieben vor, so kann, wie in d), mit der 
Koppelbedingung vpe=vg1, Fno=F's1 in dem haufi- 
geren Fall einer raumlichen Anordnung gemabh 
Bild 3 in ublicher Weise eine Multiplikation der 
Matrizen (As;) und (Ape) erfolgen, um den ge- 
samten elektrischen Vierpol zu erhalten, der tiber 
die mechanische Kopplung entsteht 


2) =(ta)(40)(2)- 
1S1 ike 


Jedoch ist bei der selteneren raumlichen Anordnung 
nach Bild 4 die Zwischenschaltung eines ,,negativen 
Transformators“ zu beachten 


(1s) =(4)(5? _)(4n)(2). 


(Eingegangen am 18. Juni 1958.) 


METHODEN 


ZUR MESSUNG DER DIFFUSITAT IN HALLRAUMEN 


von M. R. ScororpER 
Bell Telephone Laboratories, Murray Hal NI U.S.AS 
Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


In zwei friheren Arbeiten wurde nachgewiesen, da eine Reihe von Groen, die man in 
einem Raum akustisch messen kann, entweder nichts oder nur wenig mit der Diffusitat des 
Schallfeldes zu tun haben. Diese Arbeit enthalt den Versuch eines konstruktiven Beitrages 
zur Messung der Diffusitat. Die Diffusitat ist dabei als Schallrichtungsverteilung definiert 
worden, wie sie in dem ,,Schalligel“ yon Myer und Turete ihren greifbaren Ausdruck ge- 
funden hat. Das meBtechnische Problem, wie man in einem Hallraum, dessen Abmessungen 
mit der Wellenlinge vergleichbar sind, eine geniigende Richtwirkung erzielen kann, ohne 
das Schallfeld merklich zu storen, wird durch eine Spektralanalyse des Schallfeldes an der 
MeBwand geldst. Dieses Mefverfahren ist in seiner Richtscharfe aquivalent mit der einer 
Flachenantenne, deren Abmessungen die der MeSwand um ein Vielfaches itibersteigen. 


Summary 


In two earlier papers it was shown that a number of quantities that could be measured 
in a room, acoustically, were either not at all, or but loosely, related to the diffusion of 
the sound field. This paper attempts to make a constructive contribution to the measure- 
ment of diffusion. The diffusion is defined as the angular distribution of sound energy flux, 
in accordance with the definition that has found its visible expression in Mryrr’s and 
Turete’s “sound-hedgehog”. The problem is how, with sufficient angular accuracy and 
without disturbing the sound field noticeably, to make measurements in a reverberation 
chamber, the linear dimensions of which are comparable to the wavelength. It is solved by 
spectral analysis of the sound field at the measuring wall. The angular accuracy attained 
by this method is equivalent to that of an area antenna the dimensions of which con- 
siderably exceed those of the measuring wall. 


Sommaire 


Dans deux travaux récents, on a indiqué qu’une série de grandeurs, que l’on pouvait 
mesurer dans une piece par des procédés acoustiques, n’ont rien ou seulement peu 4a faire 
avec la diffusion du champ sonore. Ce travail contient un essai de contribution a la mesure 
de la diffusion. La diffusion a en outre été définie comme une répartion de la direction des 
ondes, comme elle a trouvé son expression saisissable dans le «Hérisson de son» (Schall- 
igel) de Meyer et Turetx. Le probléme de la technique de la mesure, quand on veut, dans 
un hall dont les dimensions son comparables a la longueur d’ondes, essayer d’obtenir une 
réalisation satisfaisante, sans perturber sensiblement le champ sonore, fut résolu par une 
analyse spectrale du champ sonore contre la paroi de mesure. Ce procédé de mesure -est 
dans sa finesse d’exécution équivalent a celui d’une antenne en surface dont les dimensions 
sont un multiple de celles de la paroi de mesure. 


1. Einleitung 


In zwei fritheren Arbeiten [1], [2] wurde nach- 
gewiesen, dali eine Reihe von raumakustischen Gro- 
fen, wie zum Beispiel die Verteilung der Eigenfre- 
quenzen oder die ,,Frequenz-Irregularitat“, fiir gro- 
Bere Raume kein MaB fiir die Diffusitat des Schall- 
feldes ist. In der vorliegenden Arbeit werden Me- 
thoden zur Messung der Diffusitat und abgeleiteter 
Groen beschrieben, die unmittelbar an die Defini- 
tion der Diffusitat ankniipfen. Die (stationare) Dif- 
fusitat ist dabei als Richtungsverteilung der Schall- 
energiestromung definiert worden, wie sie in dem 
»schalligel* von Meyer und Turete [3] ihren greif- 
baren Ausdruck gefunden hat. Die hier beschriebe- 


nen Methoden beziehen sich allerdings nur auf die 
Diffusitat, wie sie an den Mewanden eines Hall- 
raumes zur Ermittlung des ,,statistischen“ Schluck- 
grades eines Absorbers erforderlich ist. 


Zur Messung des tber alle Raumrichtungen ge- 
mittelten Schluckgrades im Hallraum benétigt man 
am Orte des Absorbers ein ,,diffuses“ Schallfeld. 
Bei tiefen Frequenzen, bei denen die Wellenlange 
mit den Abmessungen des Raumes vergleichbar ist, 
sind der Verwirklichung eines vollig diffusen Schall- 
feldes Schranken gesetzt [4]. Es bedarf besonderer 
Mafinahmen, um eine fiir die Mehzwecke aus- 


reichende Annaherung an die vollige Diffusitat zu 
erreichen [5]. 


ACUSTICA 
Vol. 9 (1959) 


Hier soll nicht die Frage behandelt werden, mit 
welchen Mitteln die Diffusitat eines Hallraumes ver- 
bessert werden kann. Im folgenden sollen ausschlieS- 
lich Methoden zur Messung der Diffusitat be- 
schrieben werden. 


Derartige Messungen haben einen vielfachen prak- 
tischen Nutzen. Einmal kann man mit ihrer Hilfe 
einen Mangel an Diffusitat aufdecken. Dann er- 
Jauben sie den schallstreuenden Einflu verschie- 
dener Arten von Diffusoren zu studieren und durch 
geschickte Aufstellung geeigneter Streukérper eine 
ausreichende Annaherung an die vollige Diffusitat 
zu erzielen. SchlieBlich sind wir in der Lage, mit Hilfe 
einer Korrekturformel die gemessenen Schluckgrade 
auf den Fall der volligen Diffusitat umzurechnen. 


Die in dieser Arbeit beschriebenen Methoden be- 
nutzen einen einfachen Schalldruckempfanger oder 
Druckgradientenempfanger. Die Storung des Schall- 
feldes ist entsprechend gering. Die Richtwirkung 
wird durch eine zweidimensionale Fourier- oder 
Korrelationsanalyse des Schallfeldes an der MeS- 
wand erzielt. Damit kénnen auch bei den tiefsten 
Frequenzen die Einfallswinkel mit einer Genauigkeit 
von einem Bruchteil eines Bogengrades(!) gemessen 
werden, 


Die Messungen konnen im leeren Raum, bei An- 
wesenheit von bekannten Absorbern mit gewissen 
charakteristischen Schluckgraden oder auch mit dem 
unbekannten Absorber an der Me wand durchge- 
fiihrt werden. Es kann mit einer Frequenz oder auch 
mit endlichen Frequenzbandern, zum Beispiel Terz- 
bandern, gemessen werden. Im letzteren Falle sind 
periodische Impulse, Heulténe oder Rauschbiander 
zur Anregung des Raumes geeignet. 


2. Zur Definition der Diffusitat eines 


Schallfeldes 


Unter der ,,Diffusitat eines Schallfeldes an einem 
Punkte“ ‘wollen wir die raumliche Winkel- 
verteilung der Schallenergiestrémung in der 
Entwicklung nach ebenen Wellen an diesem Punkte 
verstehen. Ist diese Verteilung gleichmafig, so wol- 
len wir das Schallfeld an diesem Punkte ,,vollig 
diffus“ nennen. 


In Hallréumen zur Messung isotroper und homo- 
gener Absorber interessieren wir uns fiir die Ver- 
teilung des Einfallswinkels der Schallenergie- 
strémung gemittelt tiber die Mefflache. Deshalb 
wollen wir das Schallfeld an einer MeS8wand im 
Hallraum bereits véllig diffus nennen, wenn die 
tiiber die MeBwand gemittelte Vertei- 
lung des Einfallskosinus der Verteilung 
eines Richtungskosinus bei vélliger Diffusitat ent- 
spricht. Man beachte, da8 auf Grund dieser Defini- 
tionen das Schallfeld an der MeSwand eines Hall- 
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raumes vollig diffus sein kann, ohne das das Schall- 
feld an jedem Punkte selbst vollig diffus ist. Die 
vollige Diffusitat an der Wand ist dann das Er- 
gebnis der Mittelung uber alle Azimutwinkel an 
jedem Punkte und tiber alle Punkte der Mefflache. 
Nach dieser Definition wollen wir das Vertei- 
lungsgesetz des Einfallskosinus berechnen, das der 
volligen Diffusitat entspricht. Auf Grund der Defini- 
tion der volligen Diffusitat an einem Punkte hangt 
die Schallenergiestromung E(Q2) nicht vom raum- 
lichen Winkel ab. Beschranken wir uns auf die aus 
einem Halbraum einfallende Energie, so wird die 
Normalisierungskonstante 1/ (2), also 


E(Q) =1/(22). 


Nennen wir den Einfallswinkel y und den Azimut- 
winkel ~, so wird wegen dQ = sin y dy dw 


E(y, p) = 3— sin; OS7yS5,05p<2a. 


Durch Integration tiber den fiir isotrope Absorber 
nicht interessierenden Azimutwinkel y erhalten wir 


E(y) =siny. (1) 


Durch Transformation auf den Einfallskosinus, 
cosy, erhalten wir ein einfacheres Gesetz. Wegen 


| dy |= cer dnes a 
sin y | 

wird aus Gl. (1) 
Efcosy)=1;. "0S cosy SV’. (2) 


Gl. (2) ist ein auferordentlich einfaches Gesetz, das 
sich hervorragend zur experimentellen Priifung der 
Diffusitat eignet. Jede durch Messung gefundene 
Abweichung der Verteilung des Richtungskosinus 
der Schallenergiestromung von diesem Gesetz bedeu- 
tet eine Abweichung von der oben definierten volli- 
gen Diffusitat an der Wand. 


3. Zur Darstellung des Schallfeldes an der 
MeBwand 


Grundsatzlich kénnen wir das Schallfeld auf einer 
Flache nach den Eigenfunktionen dieser Flache und 
den Randbedingungen entwickeln. Einfachheits- 
halber nehmen wir an, es handele sich um eine 
rechteckige Wand mit den Abmessungen 0 <a <4 
und 0<y<b und schallharter seitlicher Begren- 
zung. Dann sind die Eigenfunktionen 


al 7m 
Wim (%, y) = cos ( x ) cos (= y é 
a ; b ) 


Bei sinusformiger Anregung mit der Kreisfrequenz 
@ laBt sich der Schalldruck an der Wand wie folgt 
darstellen 


p(x, Yy> t) = (3) 
= Ae Qj, COS(@ t+ Pim) cos (a 7. cos (2 v| z 
a 


lm 
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Auf Grund der Wellengleichung fiir ein homogenes 
Medium mit der Schallgeschwindigkeit c, 


4 
Ap+ = P=0, 
6 


folgt fiir die Abhangigkeit des Schalldruckes (3) in 
der z-Richtung, senkrecht zur Wand, jedenfalls in 
unmittelbarer Nahe der Wand, 
P(2, 4,2 t) = >, [dim cos(c t+ Pim — kim 2) + 

im 


Hida cos(@t+ Pim + kim z) |X (4) 


x cos( x cos ee y , 
HERG. © 


Wie Gl. (4) lehrt, kann man das Schallfeld an der 
Wand als Uberlagerung ein- und auslaufender 
ebener Wellen darstellen. Die zugehdrigen Rich- 
tungskosinusse der einfallenden Wellen ergeben sich 


aus Gl. (5) 


CAS ane 
COS Yim = oe lin = Ie \p = ( a (z-) > (6) 


A=2nc/o. 


wobei 


An dieser Stelle mtissen wir auf einen Punkt hin- 
weisen, der fiir die weitere Diskussion wichtig ist. 
Nach Gl. (6) ist es nicht ausgeschlossen, da imagi- 
nare COS jy, auftreten, wenn ndmlich in der Entwick- 
lung (3) geniigend groBe / oder m auftreten. Die 
Existenz von imaginaren cos yz, bedeutet das Vor- 
handensein von raéumlich exponentiell gedampften 
Wellen. 

In einem perfekten Rechteckraum, in dem auch 
die Anregung keine Storung bedeutet, treten der- 
artige Wellen nicht auf. Sie sind eine Folge nicht ab- 
geklungener Beugungsphanomene. In einem Hall- 
raum mit schiefen und aufgelosten Wanden, Propel- 
lern, Prismen und anderen Streukérpern k6onnen 
raumlich gedampfte Wellen an der MeBwand auftre- 
ten, wenn sich diese Storungen zu nahe an der 
Wand befinden. Des Weiteren konnen sie durch die 
Art und den Ort der Anregung und durch nur teil- 
weise Bedeckung der Mefiwand mit Schluckstoff her- 
vorgerufen werden. In jedem Fall fihren sie zu 
Fehlmessungen und sollten in einem guten Hall- 
raum nicht vorkommen. 

Im folgenden wollen wir durchweg annehmen, 
da die Entwicklung (3) rechtzeitig abbricht und 
keine Beugungsphinomene an der Mefwand auf- 
treten. Weiter unten werden wir Methoden kennen- 
lernen, die das Auftreten ,,verbotener“ Wellen an- 
zeigen. Mit dieser Annahme kénnen wir endliche 
Grenzen in Gl. (3) einfiihren: 
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[2a/A] [26/2] 


p(z%,yt)= > Am COS( t+ Pim) X 
t=—[2a/4]_ m=—[20/1) 


x 00s (2 x cos (4 y |. (7) 


Gm =F s1,4m 3 Pim= P +1,4m 


Hierin ist [2a@/A] die gro8te ganze Zahl, die nicht 
erdRer als 2.a/A ist. Im folgenden werden wir der 
Einfachheit halber die Grenzen an den Summen 
fortlassen und nur ein Summationszeichen fur je 
zwei Indizes schreiben, also 


[2a/2] [26/2] 


Im 1=—[2ala] m=—[20/4] 


Die Summation iiber positive und negative In- 
dizes ist ein mathematischer Trick, der es eriibrigt, 
bei der Bildung der Intensitaét und anderer quadra- 
tischer Groen zwischen schiefen, tangentialen und 
axialen Wellen zu unterscheiden. 


4. Die Messung von cos” y nach der Gradienten- 
Methode bei Anregung mit einer Frequenz 


Bevor wir die diffizileren Methoden zur Messung 
der Schallrichtungsverteilung entwickeln, werden wir 
eine Methode zur Messung des mittleren Quadrates 
des Einfallskosinus angeben, die sowohl begriffs- 
mafig als auch in der Durchfiihrung einfach ist. 

Zunachst erhebt sich natiirlich die Frage nach dem 
Wert fiir cos? y im Fall volliger Diffusitat. Das ist 
leicht beantwortet. Mit Gl. (2) wird 


1 1 
cos? y= | cos? y E(cosy)d cosy = [cosy dcosy, 
a 0 


cos? y = + : (8) 


Fiir diskrete Einfallswinkel ist der cos” y mit Hilfe 
der in Gl. (3) eingefiihrten Amplituden aj, wie 
folgt gegeben 


2 2 
ps COS” Yim Zim 


lm = 
oa dim 
lm 


cos? y= - 
oder mit Gl. (6) 


(eye 
im | Qa 2b 


; ee 


cos? y = 


Statt der Amplituden a, mi®ten wir eigentlich die 
in Gl. (4) auftretenden Amplituden der einfallenden 
Wellen aj, beniitzen. Bei schallhartem oder schall- 
weichem AbschluB, oder ganz allgemein wenn die 
Wandimpedanz nicht vom Einfallswinkel abhingt, 
ist der Unterschied zwischen aj, und aj, ein kon- 


ES ST Te ES eee ea 
soles ais a ac eae oa 
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stanter Faktor und damit bedeutungslos. Bei Mes- 
sungen mit dem Absorber an der Mefiwand fthrt 
die Identifizierung von a, und aj zu Fehlern, die 
aber in den meisten praktischen Anwendungen un- 
bedeutend sein durften. 


Der cos? y gema8 Gl. (9) kann durch Messung 
der Intensitat und der Druckgradienten in der Wand- 
flache bestimmt werden. Definieren wir die Schall- 
intensitat am Orte (x, y) 


Qx/ co 
u(z%,y) = eae y, t) dt, (10) 
0 


so wird mit Gl. (3) 
u(x, y) = 3 > >) Gm Gym’ C08 (Pim — Pr'm') X 


lm lm 


(# (2 te Ge 
x cos | —— a] cos | —— a] cos | —— y] cos y). 
a a b b 


Mittelung uber die Wand ergibt 


a b 
oe al ef vue -2> @im - (11) 
ab lm 
0 0 


Der Gradient in x-Richtung ergibt sich aus Gl. (3) 
zu 


SPEED 9 (*E) ay cos t+ 9m) * 
On Im \ @ 


‘ (= (" 
x sin| —— az | cos | —— ¥ | . 
a b 


Den mittleren quadratischen Gradienten in x-Rich- 
tung am Orte (2, y) definieren wir als 
Bala 


a) [Peg la 
2x On : 
0 


Bei Mittelung iiber die Wand erhalten wir mit 
Gl. (12) 


(12) 


Uz(%,y) = (13) 


a b is (14) 
ab », lm a 
0 0 


Ganz entsprechend wird der mittlere quadratische 
Gradient in y-Richtung gemittelt ber die Wand 


ae 1 2 
me (ain 


lm 


(15) 


Setzt man Gl. (11), (14) und (15) in Gl. (9) fir 


cos* y ein, so erhalt man das Endresultat 
Ve — 

Barat (=| at Uy 

2% wb 


Zum Abschlu8 dieses Kapitels noch ein Wort der 
Warnung beziiglich der SchluBfolgerungen, die man 


(16) 


aus einer Messung des cos*y ziehen kann. Wie wir 
oben gezeigt haben, gilt zwar bei volliger Diffusitat 
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cost y= 5. Umgekehrt folgt. aber aus cos? y= 


nicht, daB das Schallfeld an der Wand vollig diffus 


ist. So kann, zum Beispiel durch einen einzigen Ein- 


1 


fallswinkel, ndmlich y=55°, der Wert cos? y= = 


erzeugt werden. 


5. Die Messung von cos” y bei Anregung mit 
endlichen Frequenzbandern 


Oft ist die Annaherung an die vollige Diffusitat 
bei einer einzigen Frequenz nicht sehr gut. Da der 
Schluckgrad der meisten Absorber sich innerhalb 
eines relativ schmalen Frequenzbandes nur wenig 
andert, kann man mit endlichen Frequenzbandern 
messen und so eine bessere Anniherung an die vol- 
lige Diffusitat erzielen. Der Einfachheit halber neh- 
men wir an, da das anregende Intensitatsspektrum 
aus einer Anzahl gleich grofer harmonischer Kom- 
ponenten bei den Frequenzen 


On=nwO,;n=N,N+1,...,;N+K (17) 


besteht. Das entspricht dem Fall der Anregung mit 
periodischen Impulsen der Periode 2 x/, und einem 
Bandpaffilter fur den Frequenzbereich wy bis 
WOn.Kx- Heultone mit sagezahnformiger Frequenz- 
modulation haben ein ahnliches Spektrum. Schlief- 
lich ist die Annahme (17) auch bei bandgefiltertem 
Rauschen [6] berechtigt. Allerdings mu man die 
Beobachtung tiber gentigend viele ,,Perioden“ der 
Lange 2 x/m, erstrecken. Das geschieht) jedoch meist 
automatisch durch die Tragheit der Anzeigeinstru- 
mente, die der Beobachter notigenfalls durch visuelle 
Mittelung vervollstandigt. 

An Stelle von Gl. (3) tritt bei Anregung mit end- 
lichen Frequenzbandern die folgende Formel, die 
sich von Gl. (3) nur durch die zusatzliche Sum- 
mierung tber die Frequenzen des Bandes unter- 
scheidet: 


N+K 
p(z, Yy, t) = y3 > Aimn COS (Wn t+ Pimn) x (18) 
lm n=N 
(2! (22 
X cos |—— z | cos|—— _ y 
a b 
mit W,=n@,. 


In die Formel (6) fiir den Einfallskosinus fithren 
wir die Frequenz ein 


zely (Ren 


b Wy 


2 
cos? Yumn = 1 ( (19) 


GOn 
und erhalten 
nel \? aem)\?| 9 
oS 1 re To Qimn 
mn EDn b Wn 
2 
b2 Dimn 


lmn 


cost y= . (20) 


Die Definition der Schallintensitaét ist genau wie in 
Gl. (10), nur da8 an Stelle von » die Kreisfrequenz 
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©, tritt. Wegen der Orthogonalitat der Frequenz- 
komponenten n ~, im Interval] 2 x/«, wird in voller 
Analogie zu Gl. (11) 


= 1 2 
UD ey » Ginn + 
ln 


Fur den mittleren quadratischen Gradienten fih- 
ren wir jedoch eine von Gl. (13) abweichende De- 
finition ein. Den Schalldruck ersetzen wir namlich 
durch den tiber die Zeit integrierten Schalldruck, 
pi(x, y, t). Mit Gl. (18) wird 


Di (aad) Ly Ginn 


T Imn On 


X sin(@y,t+ Pimp) Cos (2! £ cos (32 Yy : 
a 


(21) 


(22) 


Experimentell heift das lediglich, da wir zur Mes- 
sung des mittleren quadratischen Gradienten in 
einem endlichen Frequenzband den Raum mit einem 
proportional zu 1/@ abfallenden Amplitudenspek- 
trum anregen. Ein solches Spektrum kann man durch 
Integration mittels eines einfachen RC-Gliedes aus 
einem flachen Spektrum gewinnen. Bezeichnet man 
die (gentigend groBe) Zeitkonstante des RC-Gliedes 
mit t, so wird das Amplitudenspektrum mit 1/1 
multipliziert. 

Es ist vielleicht noch von Interesse, zu bemerken, 
dafi das zugehorige Intensitatsspektrum, als Funk- 
tion der Wellenlange 4 aufgetragen, flach ist. 

Bezeichnen wir die mit 1/m-Spektren gemessenen 
mittleren quadratischen Gradienten mit einem zu- 
satzlichen Index ,,i“, so wird nach Mittelung tber 


die Wand in Analogie zu Gl. (14) und (15) 


= 1 tl \? 9 
ira) ey a 9 MS 
a 2 (=: 2 GAG (23) 
ze it mm \* 9 ; 
Ty ee - 7) ee 24, 
2 Tire 2 & ;) ad 


Setzt man Gl. (21), (23) und (24) in Gl. (20) ein, 
so erhalt man fiir beliebig breite Frequenzbander 


es 
u 


cos? y=] 


(25) 


Diese Formel lat an Einfachheit nichts zu wiin- 
schen tibrig. Auch der experimentelle Aufwand ist 
erfreulich gering, zumal wenn man bedenkt, dali 
man den Schalldruck und die Druckgradienten nicht 
etwa an jedem Punkt der Wand zu messen braucht, 
sondern nur an einem Gitternetz von Punkten, die 
etwa 4/2 voneinander entfernt sind (siehe Bild 1). 
Wahlt man die Lage der MeBpunkte wie im 11. Ka- 
pitel beschrieben, so kénnen die Integrale tber die 
Mefwand exakt durch Summen tiber die MeBpunkte 
ersetzt werden. 

Als nachstes wollen wir zwei Methoden zur Mes- 
sung der vollen Schallrichtungsverteilung beschrei- 
ben. 
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6. Messung der Richtungsverteilung durch 
Fourier-Analyse des Schallfeldes an der Wand 


bei Anregung mit einer Frequenz 


Durch Fourier-Umkehrung von Gl. (3), das heibt 
durch zweidimensionale Fourier-Analyse des Schall- 
druckes an der Wand, zur Zeit t) erhalten wir 


Qj COS ( to + Pim) = 


a b 
= J fae fey p(x, Ys ty) cos (24 s) cos (729) 
ab a b 
OO 


Durch Quadrieren und Mittelung tiber die Zeit er- 
gibt sich hieraus die Intensitaét der (Jl, m)-Welle, 
a;,,- Das setzt aber eine Fourier-Umkehrung fiir un- 
endlich viele Zeiten voraus, was unmoglich ist, es 
sei denn Gl. (26) wird automatisch durch eine 
Analog-Rechenmaschine ausgefiihrt. Bei Berech- 
nung am Schreibtisch oder mit einer Ziffern-Rechen- 
maschine miissen wir die Zeit quantisieren. Das ist 
in diesem Fall besonders einfach. Wir benotigen ins- 
gesamt zwei Quanta in der Zeit. Wiederholen wir 
namlich die Fourier-Analyse eine Viertelperiode 
spater, so erhalten wir 


(26) 


a 


b 
Aim COS [ to + = +91] =F fee fay x (27) 


0 0 


x (« pe eee cos ae éos (2m 
BOE TOE one a hae 


Durch Quadrieren und Addieren von Gl. (26) und 
(27) ergibt sich die Intensitat der (l, m)-Welle 


1 
2 il 

fies wae dy X 
oe k=0 ak = [ay 


(28) 


Der zu aj gehorige Richtungskosinus ist durch 
Gl. (6) gegeben. 

In diesem und einigen der folgenden Kapitel wird 
die Kenntnis des Schalldruckes zu einem bestimmten 
Zeitpunkt innerhalb der Grundperiode verlangt. Da- 
zu ist ein tragheitsloses MeSinstrument erforderlich, 
zum Beispiel ein Kathodenstrahl-Oszillograph, des- 
sen Zeitbasis von dem zur Anregung des Hallraumes 
benutzten Signal ausgelést wird. 


7. Messung der Richtungsverteilung durch 
Fourier-Analyse bei Anregung mit endlichen 
Frequenzbandern 


Die zu Beginn des 5. Kapitels gemachten allge- 
meinen Bemerkungen iiber die Anregung mit end- 
lichen Frequenzbandern gelten auch hier. Insbeson- 


at 
° ta 
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dere legen wir wieder die diskrete Form des Spektrums 

=NO,, Oye1=(N+1)0,,...,0y, n= (V+K)@, (29) 
und die Darstellung (18) des Schalldruckes an der Wand zugrunde. Durch zweidimensionale Fourier- 
Umkehrung von Gl. (18) erhalten wir 


a b : 
N+K 
yy mn COS (On to + Pimn) = ag} ef av P(2, y; to) cos (24 | cos (2 v) . (30) 
0 0 


n=N 
Die Intensitat der (J, m)-Wellen im Frequenzband [wy, wy, x]; > ar, , erhalten wir aus Gl. (30) durch 


n 
Quadrieren und Mittelung iber ein Zeitintervall der Lange 2 x/w,. Mit Hilfe des Abtasttheorems fiir Tief- 
pafBsignale [7] (fiir eine historisch friihere Referenz siehe auch [8]) konnen wir uns bei der Mittelung auf 
eine endliche Zahl diskreter Zeiten t;, beschranken. Das Intervall zwischen zwei benachbarten Abtastzeiten 
ist etwas kleiner als die halbe Periode der hochsten Frequenz, genau 


1 Qn 
beet — t= Z A 31 
hel ONL) GI o, (31) 


Damit wird die gesuchte Intensitat 
2 


a 


N+K : 9 on os d al (32) 
L,Y, t,) cos | — ae 
2, time aN Ka 2 By i. tes os (% x) cos 7 , 


20 
sone Bed toy) 


Die Zahl der Fourier-Transformationen in Gl. (32) betragt 2(N + K) +1. Bei relativ schmalen Frequenz- 
bandern ((@y,x—@y)/@y <1) empfiehlt es sich das Abtasttheorem fiir Bandpafsignale zu benutzen 
[9]. Dann wird die Zahl der Fourier-Transformationen auf 2(K +1) erniedrigt. AuBer dem Schalldruck 
ben6tigen wir dann noch dessen Hilbert-Transformierte [10], die in der Nachrichtentechnik auch als Qua- 
dratursignal bekannt ist, da sie sich von dem Signal selbst um einen konstanten Phasenunterschied von 1/2 
im Spektrum unterscheidet. Einfache LC-Filter zur Erzeugung von Paaren von Hilbert-Transformierten, 
das hei®t Signalen mit einem konstanten Phasenunterschied von x/2, in einem endlichen Frequenzband sind 
von S. Daruineron [11] beschrieben worden. 
Bezeichnen wir die Hilbert-Transformierte des Schalldruckes p(z, y, t) mit p(x, y, t), so wird 


t= 


N+K 


a b 2 
eS hee xl mm 
se ie grey 2s, wale fey p(x, ¥, ty) cos (2 s) cos (¥ v) pie 
0 0 


a 6 2 
1 “ al tm k 20 
a EF d d Ys te Ss TOR, ? tat 
+ al | Yy p(X, 4 ,) os(* 2) cos( ; v) e=tyt - Kal na 
0 0 


Gl. (33) sieht zwar etwas ,,gefahrlicher“ aus als Gl. (32), erfordert aber, wie gesagt, einen geringeren 
Me- und Rechenaufwand. 


Nun wenden wir uns der Berechnung des zur Intensitat Ginn gehorigen mittleren Richtungskosinus zu 
n 
oder, weil das einfacher ist, der Berechnung des zugehorigen mittleren Quadrates des Richtungskosinus. 


Mit Gl. (19) wird 
D, Ginn] oe 


Sa rel \? mem 
COS m= ( i +(%5 | ee (34) 


Wie wir die hier im Nenner auftretende Summe messen kénnen, haben wir soeben gezeigt. Die Summe 
im Zahler erhalt man auf genau dieselbe Weise, nur das man zur Anregung ein 1/jw-Spektrum benutzt. Be- 
zeichnet man die (geniigend grofe) Zeitkonstante des zur Integration benutzten RC-Gliedes wieder mit t 
und den mit diesem Anregungsspektrum erhaltenen Sah aang mit dem Index ,,i*, so wird aus Gl. (32) 


(33) 


2 


N+K 2 ee ; 
oF Fimn _ 20 iff Pi(%, ¥; te) cos (2 | cos (774) ‘ (35) 
nan @,” 2(N+K)+1 Pp @ |@b b 
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Fiir schmale Frequenzbander kann man statt 
Gl. (35) auch in guter Annaherung schreiben 
NEK 92 1 ei A (36) 
eT See ES ea a a5 36 
=) One Pier clean ie 
Wenn auferder 
2 2 
(222) +(F Zl (37) 
aWyN b On 


ist, kann man Gl. (34) wie folgt approximieren: 
Sarat Een a es ea ee 

C08” Yim = 1—Ay Ans K (5 5 a5 € | » (38) 
wobei Ay und Ay, x die den Bandgrenzen entspre- 
chenden Wellenlangen sind. Dies ist der (unge- 
fahre) mittlere Quadratwert des zur Intensitat 
rhe gehorigen Richtungskosinus. 
n 


8. Verfahren zur Messung der Schallrichtungs- 
verteilung durch Korrelations-Analyse des 
Schallfeldes an der Wand bei Anregung mit 


einer Frequenz 


Zunachst definieren wir die zweidimensionale 
Korrelationsfunktion 


a b 
By vineel Ab a) 
DE =A | de [dy 2 x 
0 0 


2x) a 
x [p(x y,t) pat y+mt) dt, 
0 


(39) 


wobei p(a+é&, y+, t) durch p(x+&—a, y+, t) 
zu ersetzen ist, falls 2+¢ >a. Entsprechendes gilt 
falls y+9>6. . 

Mit p(z,y,t) aus Gl. (3) wird 

P(E.) = a >» a2, cos (me : cos (22 n) . (40) 

2 Im a b 

Fourier-Umkehrung von Gl. (40) ergibt die ge- 
wunschte Intensitat 


(41) 


a b 
a: = 2, [aef an oe, 4) Cos (24) cos("™). 
ab a b 
Oyen EAO 


Der zugehorige Richtungskosinus ist durch Gl. (6) 
gegeben. 

Aus der erfolgreichen Anwendung der Korrela- 
tionsmethode zur Messung der Verteilung des Ein- 
fallskosinus darf man nicht schlieBen, daB die 
Korrelationsmethode geeignet sei, die raumliche 
Winkelverteilung, das hei®t die Diffusitat an einem 
Punkte, zu messen. Tatsachlich ist sie es nicht. 
Da&mmic [12] hat gezeigt, da das Verhalten der 
raumlichen Korrelationsfunktion wie bei einem 
vollig diffusen Schallfeld noch nicht bedeutet, daB 
das Schallfeld wirklich vollig diffus ist. Insbeson- 
dere hat er darauf hingewiesen, daf bei gleichmafi- 
ger Verteilung der Einfallsrichtungen tiber einen 
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Kugeloktanten (statt der ganzen Kugel) die 
Korrelation bereits dieselbe ist, wie bei einem vollig 


diffusen Schallfeld. 


9. Messung der Schallrichtungsverteilung durch 
Korrelations-Analyse des Schallfeldes an der 
Wand bei Anregung mit endlichen 

Frequenzbandern 


Die Korrelationsmethode ist relativ unempfindlich 
gegen die Art der Anregung. In der Definition der 
Korrelationsfunktion (39) haben wir lediglich das 
Mittelungsintervall 22/m durch die Grundperiode 
2n/m, zu ersetzen. Im Fall der Anregung mit 
Rauschbandern mussen wir tiber gentgend lange 
Zeiten mitteln (gemessen an der reziproken Band- 
breite), damit die zufalligen Schwankungen ver- 
nachlassigbar werden. Da man experimentell ohne- 
hin auch bei Anregung mit einer Frequenz tiber 
langere Zeiten mitteln wird, andert sich also an der 
Messung der Korrelationsfunktion tberhaupt nichts. 

Mit p(z,y,t) aus Gl. (18) wird durch Fourier- 
Umkehrung von Gl. (39) (42) 


a b 
N+K 
2iinn <5 [ar fa P (, n) cos(*/}c03( 77), 
0 0 


Da bei endlichen Frequenzbandern ane an Stelle 
n 


von aj,, tritt, ist auch bei der Fourier-Umkehrung 
alles wie bei einer Frequenz. Lediglich fiir den zu- 
gehorigen Richtungskosinus sind die vorher abgelei- 
teten Gl. (34) oder (38) statt Gl. (6) zu benutzen. 
Bei Benutzung von Gl. (34) bendtigt man noch 


2 
a 
Sy ae , das man wieder durch Messung mit einem 
n On 


1/@-Spektrum erhalt. Mit Gl. (42) wird 


N+K ,,2 
tmn __ 


n=N (one 


a b 
a2 fas fan @;(E&, 1) cos (™*) cos (5). 
cb a b 


oar 
Hierin bedeutet der Index ,,i“ wieder, daB die Kor- 
relationsfunktion mit einem 1/«-Spektrum erhalten 
wurde. t ist die Zeitkonstante des zur Erzeugung 
des 1/@-Spektrums benutzten RC-Gliedes. 


(43) 


10. Zur Korrektur der Schluckgradmessung bei 
nicht volliger Diffusitat 


Wie eingangs erwahnt, gestattet die Messung der 
Schallrichtungsverteilung den in einem nicht vollig dif- 
fusen Hallraum gemessenen Schluckgrad auf den Fall 
der volligen Diffusitat umzurechnen. Bezeichnen wir 
den komplexen Wandwiderstand mit W und den Wel- 
lenwiderstand der Luft mit Z, so wird der Schluck- 
grad als Funktion des Einfallskosinus cos y [13] 
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2 
W cosy—Z cE (44) 


s(cosy) =1 
| W cosy +Z 


Bei volliger Diffusitat wird der tiber alle Einfalls- 
winkel gemittelte oe 


Sdiftus = 1 — [|Past 2 are tar 


(45) 
W cosy+Z 


Das ist der gesuchte ,,diffuse“ Schluckgrad. Tat- 
sachlich messen wir (46) 


Weoosy—Z 
W cosy+Z 


1 
Sgemessen — 1— [60s y) f dcos V, 
0 


wobei, mit Hilfe der bekannten Delta-Funktion, 

E(cos y) = ¥' ay, 6 (cos y — cos Ym) | 2Hin (47) 
lm Im 

gesetzt worden ist. Mit Gl. (46) wird . 


Sdiffus = Sgemessen + 


+ [ 1 -#(cos7)] - 
0 


(48) 


W cosy—Z Lode 


dcosy. 
W cosy+Z 


In dieser Formel ist das Integral ein Korrekturglied, 
das nur ungenau bekannt zu sein braucht. E (cos 7) 
ist aus den Messungen bekannt. Fir den Wand- 
widerstand W als Funktion des Einfallskosinus setzt 
man eine Naherung ein, unter Beriicksichtigung des 
gemessenen Schluckgrades und anderer bekannter 
Eigenschaften des Absorbers. 


11. Das Abtasttheorem an der Wand 
und die ,,Beugungskontrolle“ 


In dieser Arbeit treten eine Reihe von Integralen 
uber den Schalldruck, die Druckgradienten, be- 
ziehungsweise deren Quadrate, und andere Schall- 
feldgroBen auf, die die Kenntnis des Integranden 
an jeder Stelle des Integrationsbereiches, das heift 
der MefS$wand, voraussetzen. Das ist meftechnisch 
unrealistisch. Da in einem guten Hallraum, gemah 
der im 3. Kapitel gegebenen Definition, die Fourier- 
Entwicklung des Schalldruckes endlich ist (siehe 
Gl. (7)), konnen wir mit Hilfe des Abtasttheorems 
(fur weitere Literaturhinweise siehe [7]) alle Inte- 
grale durch Summen ausdriicken. Die Summation 
erfolgt tber ein Gitternetz von MeSpunkten, wie es 
in Bild 1 dargestellt ist. Die Abstaénde zwischen den 
Me8punkten 4x und Ay miissen nach dem Abtast- 
theorem zwei Bedingungen geniigen: 

1. Sie miissen ganzzahlige Bruchteile der Wand- 
dimensionen sein. 
2. Sie miissen kleiner als die kleinste halbe Wellen- 
lange sein, die das anregende Spektrum enthillt. 
In Formeln: Se Sos 
Yu —< 
Se Mica 2 
(Z und M ganzzahlig) . 


(49) 
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Bild 1. Verteilung der MeSpunkte auf der MeBwand nach 
dem Abtasttheorem. Die Abstande 4x und Ay 
mussen ganzzahlige Bruchteile der Wanddimen- 
sionen a und 6 und kleiner als die kleinste halbe 
Wellenlinge sein, die das anregende Spektrum 
enthalt. 


Um die Zahl der Mefpunkte LM so klein wie 
moglich zu halten verlangen wir 
a? > vs b 


Soy tie es 
[eae rae) VE ie 


(50) 


A 
2 


Die Ungleichungen (49) und (50) zusammen er- 
geben 


Pot (al a1 82 bia 


Dies in Gl. (49) eingesetzt ergibt 


Ges - RTA es 2 : 
14+ [24/2] 1+ [2 b/A] 


Diese Unterteilung gilt ftir alle in dieser Arbeit auf- 
tretenden Integrale iiber die Flache a b. 


(51) 


Wenn wir jedoch feststellen wollen, ob die Fou- 
rier-Entwicklung des Schalldruckes auf der Wand 
rechtzeitig abbricht, also keine Beugungsphinomene 
auftreten, so bendtigen wir eine feinere Untertei- 
lung. Es geniigt dann Az und Ay halb so gro zu 
machen wie in Gl. (51) angegeben ist. Man wird 
sich im allgemeinen darauf beschranken, diese ,,Beu- 
gungskontrolle“ bei einer, und zwar der langsten, 
verwendeten Wellenlange durchzufiihren. 


12. Die Mefbgenauigkeit fiir den Einfallswinkel 
in Abhangigkeit von der Nachhallzeit 


Die Hauptursache fiir MeBungenauigkeiten des 
Kinfallswinkels ist gegeben durch die Tatsache, dah 
die in Gl. (6) auftretende Wellenlange bei endlicher 
Nachhallzeit, 7, nicht unbedingt die Wellenlange der 
anregenden Schwingung ist. Man betrachte zum Bei- 
spiel einen kubusformigen Raum mit gleichmafig 
absorbierenden Wanden, der in der (1,1,1)-Wellen- 
form schwingt. Dann folgt aus Symmetriegriinden, 
da der Einfallskosinus, unabhangig von der an- 
regenden Frequenz, gleich 1/3 ist. Die Wellenlange 
in Gl. (6) ist also nicht die anregende Wellenlange, 
sondern die Resonanzwellenlange der (1,.1.1)- 
Schwingung. 
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Allgemein ist bei endlicher Halbwertsbreite der 
Resonanz die Wellenlange, die man in Formel (6) 
einsetzen muS8, unbekannt. Man kann nur sagen, 
da} sie wahrscheinlich innerhalb der Resonanzbreite 
mit der anregenden Frequenz tbereinstimmt. Wir 
werden daher die y-Ungenauigkeit als Funktion der 
Ungenauigkeit der Wellenlange ausrechnen. 

Durch Auflosung von Gl. (6) erhalten wir 


Yim = are sin = (4 4+. =) 


und daraus durch Differentiation 
dyn = (I/a) az (m/b) PEAS 
2 COS Yim, 


Setzen wir di =A, der Halbwertsbreite der Reso- 
nanz, und driicken diese durch die Nachhallzeit, T, 


aus 


(52) 


_ A13,8 
Sepak 


so wird, wenn wir noch statt der Kreisfrequenz 
die Frequenz einfthren, 


Ah 


> 


(53) 


Beispiel 133) Tis) OO ay ay 1) Ac 


Ay =3-10~3=0,2 Bogengrad(!). 


Das scheint eine auBerordentliche Genauigkeit zu 
sein. Es erhebt sich die dringende Frage, wo wir das 
Richtmikrophon im Hallraum versteckt haben, das 
diese enorme Richtwirkung ergibt. 

Die Antwort darauf ist nicht schwer. Wie wir 
im 11. Kapitel gesehen haben, messen wir den 
Schalldruck an einem Gitternetz von Punkten und 
kombinieren die Messungen mit geeigneten Fakto- 
ren zur Messung der Intensitat fiir einen bestimmten 
moglichen Einfallswinkel. Wir haben also, ohne es 
ausdriicklich zu wollen, eine zweidimensionale Richt- 
antenne konstruiert. Die Abmessungen sind jedoch 
keineswegs auf die der Wand, ab, beschrankt. 
Durch wiederholte Reflexion an den harten seit- 
lichen Begrenzungen der MefSwand ist die effektive 
Ausdehnung der Richtantenne erheblich groBer. Auf 
die Tatsache, dai die Richtscharfe einer derartigen 
Flachenantenne mit der Gite des Resonators wachst, 
hat iibrigens schon Gin [14] hingewiesen. 


13. SchluBbemerkung 


Die in dieser Arbeit angewandte Entwicklung des 
Schallfeldes nach orthogonalen Schwingungsformen 
entspricht genau dem von den elektromagnetischen 
Wellen in Hohlleitern her bekannten Verfahren. 
Diese Analogie erstreckt sich auch auf die Existenz 
der ,,Grenzfrequenz“, die in dieser Arbeit durch die 
endliche Zahl der mit einer festen Frequenz anreg- 
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baren Wellentypen zum Ausdruck kommt. Unsere 
(1, m)-Wellen sind identisch mit den ,,transversalen 
akustischen Wellen“ W.E.Kocx’s, auf deren volle 
Analogie zu den elektromagnetischen Hohlleiter- 
wellen Winston Kock in seinem Beitrag in diesem 
Heft + hinweist. 


Der Autor erinnért>sich deshalb mit besonderem 
Vergnigen, dafs er in Professor Erwin Meryerr’s 
Gottinger Institut das erste Mal mit Hohlleiterwellen 
experimentieren konnte. Damals war er skeptisch, 
hauptsachlich weil die Hohlleiter rund und mit Bes- 
selfunktionen angefillt waren. Nachdem sich aber 
einmal herausgestellt hatte, da eigentlich alles, was 
man von den Besselfunktionen wissen muBte, die 
Zahlenwerte 1,84 und 2,4 waren, legte sich das an- 
fangliche Bedenken, und heute ist er Herrn Profes- 


sor Meyer fiir die Anregung aufrichtig dankbar. 
(Eingegangen am 5. Januar 1959.) 


1 Siehe Seiten 227 —238. 
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ZUR BERECHNUNG DER BIEGESCHWINGUNGEN 


QUADRATISCHER KRISTALLPLATTEN 


von K. Scuuster und H. Vosanto 


Schwingungslaboratorium des VEB Carl Zeiss, Jena 


Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Fir quadratische Kristallplatten spezieller Kristallsysteme und Schnittrichtungen wird 
nach dem Rirzschen Verfahren die Frequenz des Eigentones berechnet, der die beiden 
kantenparallelen Durchmesser als Knotenlinien besitzt, sowie die Frequenz des entsprechen- 
den ersten Obertones. Vorlaufige Messungen bestatigen im wesentlichen die Ergebnisse der 
Rechnung. 


Summary 


The frequency of the natural vibration, fundamental and first overtone, of square crystal 
plates as used in special crystal systems and wedge sections is calculated on the method of 
Rirz under the assumption that the two diameters parallel to the edges are nodal lines. The 
calculation is confirmed by experimental measurements. 


Sommaire 


Pour des plaques de cristal quadratiques de systéme cristallin et de direction de coupe 
spéciaux, on évalue, par le procédé de Rrrz, la fréquence du son propre qui posséde comme 
lignes nodales les deux diamétres paralléles aux arétes, ainsi que la fréquence du premier 
harmonique correspondant. Des mesures préliminaires confirment essentiellement le calcul. 


Einleitung 


Das Problem der Biegeschwingungen quadrati- 
scher Platten mit freien Randern aus isotropem Ma- 
terial wurde 1908 von Ritz [1] nach einem Nahe- 
rungsverfahren gelost, das es gestattet, die Schwin- 
gungszahlen und Eigenfunktionen mit beliebiger Ge- 
nauigkeit zu berechnen. Eine exakte Losung ist bis- 
her nicht bekannt geworden. Das Rirzsche Verfah- 
ren, das an das Hamixronsche Variationsprinzip an- 
kniipft, hat sich seither bei zahlreichen Eigenwert- 
aufgaben glanzend bewahrt. Insbesondere wurden 
so auch die Eigenschwingungen von Kristallkérpern 
verschiedener Gestalt ermittelt '. Im folgenden sollen 
nach dieser Methode die Biegeschwingungen qua- 
dratischer Platten spezieller Kristallsysteme mit spe- 
zieller Schnittrichtung behandelt werden. Der Ab- 
lauf elastischer Wellen in unendlich ausgedehnten 
Kristallplatten wurde kirzlich von Newman und 
Mrnpurn [3] berechnet. 


1. Das elastische Potential 


Der Mittelpunkt der gegebenen Kristallplatte sei 
der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten- 


1 Vel. hierzu die Literaturiibersicht in der Arbeit yon 
G. Cernd [2]. 


systems, dessen 2-Achse und y-Achse nach den Rich: 
tungen der Plattenkanten orientiert sind. In bezug 
auf dieses Koordinatensystem soll die Matrix der 
elastischen Moduln die folgende Gestalt besitzen: 


Cy, Cy «yz OO 0 0 
Ce Cy C3 9 O O 


(1) 


OeeOem Ore Os kot 0 
OOS Ose. Ol cag 


Die c-Matrix hat jedenfalls die angegebene Gestalt, 
wenn es sich um Platten aus Kristallen handelt, die 
dem kubischen System (Kristallklasse 28 — 32), 
dem hexagonalen System  (Kristallklasse 19; 
22 —27) oder einer der Kristallklassen 11, 12, 14, 
15 des tetragonalen Systems angehéren”, und wenn 
die Kristallachsen nach den Koordinatenrichtungen 
(Plattenkanten) orientiert sind. Dabei mu die 
Richtung der Plattennormale (z-Achse) mit einer 
ausgezeichneten Richtung tbereinstimmen, d. h. 
beim hexagonalen und tetragonalen System mit der 
optischen Achse, beim kubischen System mit der 
Wiirfelkante. 


2 Die Numerierung der Kristallklassen erfolgt dabei 
im Anschlu8 an W. P. Mason [4]. 
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Beim hexagonalen System wird speziell 


1 
C66 = 5, (Cy1 — C19) (La) 

beim kubischen System 
€33 = Ca1s' Cog — Cass) ©13 = 19% (1b) 


Das elastische Potential, also die raumliche Dichte 
der potentiellen Energie, ergibt sich dann zu 


1 
P= Cy Gee 


9 Cy9 Lr Yy + Cyg Ly 2z 
1 2 
tee yy + Cs Yy Ze 
1 
TE 2 C33 oP (2) 
2 
+2 Cyq Ye" 
5 
+ 2 C44 27 
2 
+ 2 C66 Xy 


Die mit x,, x, usw. bezeichneten Komponenten des 
Deformationstensors sind als raumliche Ableitungen 
der Komponenten &, 7, ¢ des Verriickungsvektors in 
folgender Weise definiert: 
oe (35 
Dae as BB 
Aus (2) ergibt sich 


ah 2 1 
P= 5 C44 (Le + Yy)= + C43 (e+ Yy)Z2+ 3 33 z+ 


vr 


a 


+ (Cig — C44) %e Yy +2 Cag (Ys? + 227) +2 Cog 2,7. (3) 


Da auf die — senkrecht zur z-Achse orientierten — 
Plattenoberflachen keine auBeren Spannungen ein- 
wirken, gilt hier die Randbedingung 


Li V ee (4) 


Nun sei die Dicke der Platten klein gegeniiber der 
Kantenlange; dann wird man die gleichen Beziehun- 
gen naherungsweise auch fiir das Innere der Platten 
annehmen diirfen. Daraus folgt fiir die Komponen- 
ten des Deformationstensors 


c 
z= — (ap +Yy), Y2=%r=0 (5) 
C33 
und das elastische Potential nimmt die Gestalt 
e8 
te ; (cu ‘| (Lp+Yy)? + 
C33 
+ (¢y2— C44) Fz Yy +2 Cog Ly" 


(6) 


an. Die Hauptwerte des Deformationstensors mogen 
mit 0;, 6), 3 bezeichnet werden. Fir kleine De- 
formationen ist 6,=z, zu setzen. Unter Benutzung 
der Beziehung y,=z,=0 folgen dann aus der In- 
varianz von Spur, Quadrat und Produkt des De- 
formationstensors die Gleichungen 


re +y,2 +222 =0,2 +052, 
Ge Yy — BP = 04" Op (7) 
und man erhalt 


@ —A(a, +05)? —B 0,  —C LoHy; (8) 
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2 
. 1 Crs 
wobei =< (eu Sues 
B= Cea. 
C= c44 — Cya — 2 Cog 


gesetzt ist. 

Der Zusammenhang zwischen den Hauptwerten 
6,, 69 und den raumlichen Ableitungen der trans- 
versalen Auslenkung ¢ ist dabei in bekannter 
Weise ® durch die Gleichungen 


2 2 
O04 + Og =2 (es a al ’ 


peo eo (9) 
Ree i) Oy? ary) 


gegeben. 


2. Die Darstellung des Verriickungsfeldes 


Bei den Eigenschwingungen quadratischer Platten 
werden von Rrrz nach den Symmetrieverhaltnissen 
vier Typen unterschieden. Im folgenden sollen nur 
Losungen untersucht werden, die in x und y un- 
gerade und symmetrisch sind. Der Grundton dieses 
Schwingungstypus besitzt als Knotenlinienfigur ein 
Kreuz von kantenparallelen Durchmessern. Wahlt 
man unter diesen Bedingungen als Ansatz fiir die 
Amplitude ¢ der transversalen Auslenkung ein 
Polynom 6. Grades, so ergibt sich 

C=at7+B(P7+zy7) +y PPR + 

+e( 7+2z9°). (10a) 

Die Koordinaten ¢ und ¥ sind auf die halbe Kanten- 

lange der Platte als Langeneinheit bezogene, dimen- 

sionslose Koordinaten. Die Plattenrander liegen also 

an den Stellen = +1; y= +1. Aus der Gleichung 

XL, +Yy=0,+0, (Invarianz der Spur unter Beriick- 

sichtigung von z,=063) ergeben sich dann zwangs- 

laufig auch die Amplituden der beiden anderen Ver- 
riickungskomponenten: 


S0e> 


= 7 (o@ 7 +0 747% 9), 
(10b) 


sx 8 


| 
— 


otPt+oePy+rzy'). 


" 


a 


Hierbei bedeutet a die halbe Kantenlange. Die 
Gleichheit der Koeffizienten in beiden Polynomen 
entspricht der Forderung, dai beim betreffenden 
Schwingungstyp fiir zwei symmetrisch zu einer Plat- 
tendiagonale liegende Punkte P, und P, die Be- 
ziehungen §,= +, und 7,= +, gelten miissen. 
Aus der Invarianz der Spur ergibt sich ferner 


0=38, 0427r=3y+10e. 
3 Vel. z.B. C. Scuarrer [5]. 
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Von den sieben Konstanten a, /, y, €, 0, 0, t werden 
zwei (a, /) nach dem Rrrzschen Verfahren _be- 
stimmt. Zur Bestimmung der restlichen fiinf sind 
neben den Gl. (11) noch drei weitere Gleichungen 
erforderlich. Zu ihrer Gewinnung dienen zusatzliche 


Annahmen tber die Struktur des Verriickungs- 
feldes: 


An den Plattenecken soll gelten * 
O22/Ox dy =0, 
02/02? =0 
Es ergibt sich dann 
y= — % (a+3), 
4 E2) 
e= +55 (a—3 f). 


Als letzte Bedingung sei das Verschwinden der Nor- 
malspannungen an den Plattenrdndern eingefiihrt: 


Ape fur f= 1. 
es (13) 
Y,=0 fir g= +1 
Hieraus ergibt sich 
o=0 f, t=t Bf, (14) 
wobei 
‘ ea: Bee ee 
—A.. A-—A 
2 2 
A= = (eu 2). A= cin <8 
S C33 P24 C33 
ist. 


Nach Einsetzen der gewonnenen Werte enthalt 
die Darstellung (10a, b) des Verriickungsfeldes 
nur noch die beiden Parameter a und /. Es ergibt 


sich 
fa 9,(%,9) + By2(%,9), 


— B~ ga(&9), (15) 


mit 


Pr=F9— GOP + oP I+ a 
=Py+ry7 — By —% 
Y5= ei’ i. 
m=stP+o PP+ zy. 
Wird der Zeitfaktor der Momentanwerte der Ver- 
rickungskomponenten zu sin wt gewahlt, also 


f=fsinot, H=Nsinwt, c=fsinwt, 


so nimmt das elastische Potential folgende Form an: 


4 Nach Rrrz gilt 02¢/Sx Oy =0 in Strenge; die Bedin- 
gung 0°¢/Sy?=0 liefert beim Ansatz (10) das gleiche 
wie 02¢/d22 =0 
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“ 2 
@=Psin? wt= =~ O(a, B, z, 9) sin? ot= 
a 


2 
= =~ sin? w t{o? B(wy? + w,”) +48 6 B ws wy + 
a 


+ 67[36 A w.2 — 9 B(w? — w,2) — 4 C ws we] } 
(16) 
mit w, (4,7) =e y7—z7', 
ee ar 
w3(%,9) =1- 5 PP +s (B+H), 


wa (@, 9) -#472 sag - 


azetytortP+t2 Py, 


4 (aH +y'), 
Ws (Z, Y) 
w,(Z,7) =329+0 P7LQA’zz. 


3. Das Ritzsche Verfahren 


Wird die kinetische Energie mit 7, die potentielle 
Energie mit U bezeichnet, so ist nach dem Hamilton- 
schen Prinzip = 

d/ (T—U)dt=0 (17) 

to 
Wird die zeitliche Integration von einem Nulldurch- 
gang der Verriickungen bis zum nachsten, nach einer 
halben Schwingungsdauer erfolgenden Nulldurch- 
gang erstreckt, so ist die Forderung des Hamilton- 
schen Prinzips erfullt, daB die Variation der Ver- 
ruickungen an den Enden des Zeitintervalls ver- 
schwinden mu; denn das Nullwerden der Ver- 
ruckungskomponenten erfolgt ja unabhangig von 
der Wahl der Parameter a und f. Setzt man 


und U=Usin2 wt, 
é(E—U)= 


TeT cost wt 
(18) 


so wird also 


Die kinetische Energie beim Nulldurchgang betragt 


+hi2 +a 
T= — 0a? dz [ [ Paray— 
—hi2 =4 
< a9) 


wobei h die Dicke der Platte und @ ihre Dichte be- 
zeichnet °. Die potentielle Energie beim maximalen 
Ausschlag betragt 
+h2 +a 

dz i il @ dx dy = 


—h/2 a a 


TES Kf fone dz dy. 


5 Eine Verwechslung mit dem in der Darstellung des 
Verriickungsfeldes eingefiihrten Koeffizienten 0 ist wohl 
nicht zu befiirchten. 


U 


I 


(20) 
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Durch Einsetzen von 7 und U in Gl. (18) erhalt 


man 


aril 
15f [ (ap,+B ys)? dz dg — 
a 


ais 
~6/ [Q(a, 6, %,9) dédy=0, (21) 
Al 
wobei 
HOR One (22) 
h? 


gesetzt ist. 
Setzt man zur Abkirzung 


i 
[ [ee dédg = 2, =0,42953, 
=f 

atl 
ff pe? dt dg = yy = 0,37112,, 
ak 


cia 
/ if P1 Po AE dy = Dyy = 0,39096 , 
a 


+1 
[ [ w? d% ag = 4, =0,06095 , 
—1 


Sel 

[ [ wo? dé dy = Wo9 = 0,34540 , 

Eig (23) 
aia 

[ [ ws? d& dy =W55 =3,61651, 


1 


+1 
[ [we dé dy = W 44 =0,77206, 
=I 


+1 
| [ws wy dé dg = W 54 = 1.43619 , 
=—1 

Sik 


[ [ws 06 de dy =W55 = 


-1 

“ _ 0.64000 —0,54857- 44. __, 
(A—A)? 
so ergibt sich 
hO(a? Py, + 2a B Py + f? Doo) — 

—d(2F +2aBC+f2H) =0 
oder nach Ausftihrung der Variation 
da[a(®,,A—F) + B(Dy24—G)] + 

+ 6 B[a(DyA—GC) + B(Do91—H)] =0 


mit 


(24) 


F = B(Wy,+W 5g) = 3.67746 B, 
G =3 BW54=4,30857 B, 
H = 36 A Woo +9 B(Way — Woo) —4CW 5g = 
—12,43440 A + 3,84000 B— 
AA 


— |2,56000 — 2,19428 =“ __ 
(A—A’)? 
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Da die Variationen 6a und 6f voneinander unab- 
hangig sind, missen ihre Faktoren einzeln ver- 
schwinden: 


(D1, 4—F)a+ (PyA—G)B=0, 


(G1 Cas (O42 BLO 


Dieses Gleichungssystem fiir die Unbekannten a, / 
kann nur aufgelést werden, wenn die Determinante 
verschwindet: 


(Dy A—P) (DyyA—G)| 
(Pip 4—G) (Doy4—H) 


Durch Gl. (26) ist der Eigenwert 2 bestimmt und 
damit tiber Gl. (22) auch die Eigenfrequenz . 
Entsprechend der benutzten Naherung ergibt sich 
fiir 2 eine quadratische Gleichung; es kénnen daher 
der Grundton @ (in nullter und erster Naherung) 
und der zum gleichen Schwingungstyp gehorige 
Oberton @;; (in nullter Naherung) bestimmt wer- 
den. 

Fiir den Eigenwert A; des Grundtons in nullter 
Naherung ergibt sich 


Po Was Wiss po ae 
11 11 


0. (26) 


1,0 


Entsprechend wird 


oy =1,6894 ” ye. 
0 


es (27) 
Fir die erste Naherung des Grundtons ergibt sich 
4M —14O Un), of =0OVI—x 

mit 
0,11 B 
5,34A—0,46B—4 Dy, Weg C © 


7) 


Fir den Eigenwert Ay; des Obertons erhalt man 
Ay = ®,,H+ Py F -2. Dy, G om 
D4, Poy — Dy? 
F H—G? 
DO H+ Dy, P= 2: Gy 


(28) 


4. Spezielle Ergebnisse 


Die fiir den Grundton angegebenen Formeln (27) 
wurden fiir Platten aus ADP (cgg = 0,62 - 101° N/m?, 
0=1,8°10%kg/m*) ausgewertet und mit dem Ex- 
periment verglichen. Bei einer Platte (0°-Z-Schnitt; 
7=0,017) mit h=4,1 mm und 2a@=50,05 mm er- 
gab sich zwischen gemessenem und berechnetem Fre- 
quenzwert eine Abweichung von 1% (fexp = 3200 Hz 
gegeniiber f/f; =3230Hz). Bei einer Platte mit 
h=5,5mm und 2a=40,1 mm betrug die Abwei- 
chung 5,5% (fexp=6400Hz gegeniiber f= 
=6770Hz), vielleicht weil hier die Bedingung 
h <a noch schlechter erfiillt ist. 
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Will man die Formeln auf Platten anwenden, 
deren Kanten nicht parallel den Wirfelkanten, son- 
dern parallel den Flachendiagonalen verlaufen (45°- 
Z-Schnitt), so benotigt man die Umrechnungsfor- 
meln fur die Elastizitatsmoduln. Fiir die auf die 
Flachendiagonalen als 2’-y’-Achsen bezogenen Mo- 
duln gelten die Beziehungen 


, 1 , 

Cy = 5 (Cr + C12 +2 Cee) | Crs = Crs 
i, 1 te 

Cyo = 5 (Cy + C12 —2-CGG) | C33 = 3g (29) 
, it , 

66 — > (cy — C42) | Cag = Cag 


Nach der Rechnung liegt bei ADP bei gleichen Ab- 
messungen der Platten der Grundton fiir die 45°-Z- 
Schnitt-Platte etwa doppelt so hoch wie fiir die 


K. SCHUSTER und H. VOSAHLO: BIEGESCHWINGUNGEN VON KRISTALLPLATTEN 


269 


0°-Z-Schnitt-Platte. Auch dieses Resultat wurde ex- 
perimentell im wesentlichen bestatigt. 


(Eingegangen am 26. Januar ]959.) 
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ZUR ANALOGIE AKUSTISCHER 


von H. Srverin 
Philips Zentrallaboratorium Hamburg 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer, 
zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Die Bedingungen fiir die mathematische Analogie elektromagnetischer und entsprechender 
akustischer Randwertprobleme werden formuliert. Beispiele vollkommener und teilweiser 
Analogie werden angegeben. AbschlieBend werden einige skalare Potentiale zusammen- 
gestellt, die Losungen akustischer Randwertaufgaben sind und zur Behandlung entsprechen- 
der elektromagnetischer Probleme herangezogen werden kénnen. 


Summary 


The conditions for the mathematical analogy of electromagnetic and corresponding 
acoustic boundary value problems are formulated. Examples of complete and partial ana- 
logy are given. Finally some scalar potential functions are compiled, which are solutions of 
acoustic boundary value problems and may be applied to the treatment of corresponding 
electromagnetic problems. 


Sommaire 


On donne les conditions pour l’analogie mathématique des problémes aux limites électro- 
magnétiques et acoustiques correspondants. On fournit des exemples de l’analogie compleéte 
et partielle. Enfin, on groupe quelques potentiels scalaires qui sont des solutions de pro- 
blémes aux limites acoustiques et peuvent étre utilisés pour résoudre des problémes électro- 


UND ELEKTROMAGNETISCHER RANDWERTPROBLEME 


Y goal dee a 


magnétiques correspondants. 


1. Einleitung 


Die bei der Ausbreitung von Schallwellen be- 
obachteten Erscheinungen zeigen mehr oder weniger 
vollkommene Analogien bei elektromagnetischen 
Wellen. Der vorliegende Beitrag beschrankt sich auf 
homogene, isotrope Medien, die zudem schubspan- 
nungsfrei sein sollen. Dann gibt es im akustischen 
Fall nur longitudinale Dichtewellen, wahrend die 
elektromagnetischen Wellen transversal sind. Hierin 
liegt die physikalische Verschiedenheit beider Vor- 
gange. Trotzdem kann ihre mathematische Analogie 
vollkommen sein, wie ein einfaches Beispiel zeigt. 
Wenn ebene Wellen auf eine ebene Grenzflaiche 
zweier Medien treffen, gelten als Folge der Stetig- 
keitsbedingungen Reflexions- und Brechungsgesetz. 
Sie sind fiir akustische und elektromagnetische Wel- 
len identisch. Reflexions- und DurchlaBfaktor im 
akustischen Fall entsprechen vollkommen den Fres- 
nelschen Formeln der Optik. Auch der Brewstersche 
Winkel der Totalreflexion ist in beiden Fallen der- 
selbe [1]. 

Im folgenden wird untersucht, wieweit bei kom- 
plizierteren Vorgangen die mathematische Analogie 
geht und welche Bedingungen notwendig sind, wenn 
sie vollkommen sein soll. 


2. Formulierung des akustischen Problems 


In schubspannungsfreien (fliissigen oder gas. 
formigen) Medien gibt es nur longitudinale Dichte- 
wellen. Das Schallfeld wird meist durch das Ge- 
schwindigkeitspotential @ beschrieben. Bei periodi- 
schen Vorgangen mit der Kreisfrequenz @ berech- 
nen sich mit 


p = P(x,y,z) e 
die SchallfeldgroBen Schnelle und Druck aus 
ta grad Dei, 
(1) 


wobei © die Dichte des Mediums im Ruhezustand 
bedeutet. ~, w und p gehorchen der Wellengleichung, 
die zugehérigen Amplitudenfunktionen der Schwin- 
gungsgleichung 


p= —iwoDe i, 


AG+h? S=0, (2) 


wobei k=w/c=22/2 die Wellenzahl und 2 die 
Wellenlange ist. 

Bei zwei aneinander grenzenden schubspannungs- 
freien Medien miissen die Normalkomponente der 
Schnelle und der Druck beim Durchgang durch die 
Grenzflache stetig bleiben, d. h. 
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d®@,/dn=9®,/dn, 
01P 1= 02 Py. 


(3 a) 
(3b) 


Von praktischer Bedeutung sind wegen ihrer Kin- 
fachheit die idealisierten Grenzbedingungen 


9D/dn=0 (4) 
bei ,,vollkommen schallharter“ Grenzflache und 
b=0 (5) 


bei ,,vollkommen schallweicher“ Grenzflache. 


3. Formulierung des elektromagnetischen 
Problems 


Die Struktur elektromagnetischer Felder wird be- 
stimmt durch die Maxwellschen Gleichungen. Fiir 
zeitlich periodische Vorgange (Zeitabhangigkeit 
e '**) in homogenen isotropen Medien lauten sie 

tH=—iwegeé 
ro if 0&1 ES (6) 
rot =i fy MH , 


wenn das Giorgische Mafsystem zugrunde gelegt 


wird und E und H die nur noch vom Ort abhangi- 
gen Vektoren der elektrischen und magnetischen 
Feldstarke bedeuten. 

Bei zwei aneinander grenzenden Medien, die 
durch die (komplexen) Materialkonstanten ¢,\!), 
“,) und ¢,), u,@) charakterisiert sind, miissen die 
Tangentialkomponenten der Feldstarken beim Durch- 
gang durch die Grenzfliche stetig bleiben, d. h. 


BD. ae Ee. ? (7 a) 
ee (7b) 


Fiir die ,,ideal leitende“ Grenzflache (Leitfahigkeit 
6=co) gilt die Randbedingung 


Biang = 0 ° (8) 


Der erste Schritt zur Losung der Maxwellschen 
Gleichungen besteht meist in dem Versuch, das vek- 
torielle Problem in mehrere voneinander unabhan- 
gige skalare Probleme zu separieren, d.h. skalare 
Funktionen zu finden, aus denen sich die Feld- 
komponenten z. B. durch Differentiationen herleiten 
lassen. In giinstig gelagerten Fallen sind diese Hilfs- 
funktionen Komponenten von E oder H selbst pro- 
portional, oder man kommt mit einer einzigen ska- 
laren Funktion aus, wenn namlich wenigstens eine 
Feldkomponente im ganzen Raum identisch ver- 
schwindet. 

Fiir das folgende ist es zweckmafig, die Max- 
wellschen Gleichungen durch Einfiihrung von 


E=VejeE, 
H=iVig ul 
und betes Vs 
k=wle=V eq Mgt M=2H/h 
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auf die symmetrische Form 

rotH=kE, rotE=kH (9) 
zu bringen. Die Komponenten von LE, H selen mit 
E,, H; (é=1,2,3) bezeichnet. In einem allgemei- 
nen orthogonalen Koordinatensystem (u,, Us, Us) 


mit dem Linienelement 


ds = Vig? du? + hy? dug? + hy? dus? 


sind die Gleichungen (9) von der Form 


iis ee] 
ho hz |Ous 
Dieses System von sechs Differentialgleichungen fiir 
die Komponenten £;, H; la8t sich, unter der Voraus- 
setzung EF, =0, mit hy=1 und der vereinfachen- 
den, fast immer erfillten Annahme 


hs/hs =f (Ug, Us), 

d.h. unabhangig von u, durch eine einzige skalare 

Ortsfunktion JZ (u,, uy ,u3) losen, die der Gleichung 
ciel (3 ie or he peo 

Quy? ho hg 


k Ey = (ity Hy) — 2° (he He). 
3 


Quy hy Guy Juz hg Ous 
+h? IT=0 


(10) 


genugt. Die nicht verschwindenden Feldkomponen- 
ten gewinnt man aus // durch Differentiationen ge- 


maf 
2 PT. 
ir 05 Heys Soe 
k Ol 1. OR 
ripe eee ya Hck eres oer EL) 
2 hs Ous 3 ho Ou, Quy ( ) 
pose cu palin Caey 
hy Quy’ hs Ou, Ous : 


Verschwindet keine der sechs Feldkomponenten, 
so lassen sich die Maxwellschen Gleichungen stets 
durch zwei skalare Funktionen integrieren [2]. Die 
bekanntesten sind die Komponenten des elektrischen 
oder magnetischen Hertzschen Vektors und die 
Debyeschen Potentiale [3]. Zur Losung eines elek- 
tromagnetischen Problems kann man zwei skalare 
Funktionen z.B. aus diesen acht geeignet wahlen. 
Die Potentiale sind daher nicht eindeutig. Gelingt 
es, Losungen entsprechender akustischer Probleme 
zu verwenden, so sollen akustisches und elektro- 
magnetisches Problem ,,mathematisch vollkommen 
analog“ heifen. Hierfiir sind offenbar folgende Be- 
dingungen notwendig: 

1. Das vektorielle elektromagnetische Problem zer- 
fallt in von einander unabhangige skalare Pro- 
bleme. 

2. Jedes dieser skalaren Probleme geniigt der Wel- 
lengleichung (2). 

3. Die Randbedingungen fiir das elektromagnetische 
Feld (7a,b) nehmen, ausgedriickt in den skala- 
ren Potentialen, die Form (3 a,b) an. 
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4. Beispiele 


Nach dem derzeitigen Stand der Hochstfrequenz- 
technik bestehen Kreise im Bereich der Zentimeter- 
wellen aus Hohlrohribertragungsleitungen und 
Hohlraumresonatoren. Letztere werden oft als das 
elektromagnetische Analogon der Helmholtz-Resona- 
toren der Akustik angesehen. Tatsachlich ist diese 
Analogie aber nur fir spezielle Hohlraumformen 
mathematisch vollkommen. 


Es ist seit langem bekannt, da die Ausbreitung 
elektromagnetischer und akustischer Wellen in zylin- 
drischen Rohren auf mathematisch vollkommen ana- 
loge Probleme fiihrt [4]. Die TH-Wellen im ideal lei- 
tenden Hohlrohr entsprechen den Wellenformen im 
schallharten Rohr, die 7M-Wellen denen im schail- 
weichen Rohr, Longitudinalkomponente des elektro- 
magnetischen Feldes und Geschwindigkeitspotential 
haben die gleiche, fiir die betreffende Wellenform 
charakteristische. Amplitudenverteilung iiber den 
Rohrquerschnitt. Daher bleibt auch fiir einen zylin- 
drischen Hohlraum, der aus einem Rohr beliebiger 
Querschnittsform und zwei ebenen AbschlufSplatten 
senkrecht zur Rohrachse entsteht, die mathematische 
Analogie voll erhalten und die Eigenfrequenzen ein- 
ander entsprechender elektromagnetischer und aku- 
stischer Eigenschwingungen sind dieselben. Dieses 
Ergebnis laBt sich nicht auf beliebig geformte Hohl- 
raume verallgemeinern, wie am Fall der Kugel ge- 
zeigt werden soll. 


In raumlichen Polarkoordinaten lautet die Lo- 
sung der Schwingungsgleichung (2) mit der Forde- 
rung der Regularitat von © im Koordinaten- 
ursprung r=0 und an den Polen }=0, x 


(12) 
1 : 
Di nn Jie hier) Pr eos D) ayes hey 
Vkim Tr sinn p 


Jix12 ist die Besselfunktion der Ordnung /+1/2. 
und J nimmt alle ganzen Zahlen von | bis ~ an. 
P;” sind die zugeordneten Kugelfunktionen, wobci 
n bei festem / die ganzen Zahlen von 0 bis J durch- 
lauft. Die Eigenwerte k;,, ergeben sich entsprechen‘ 
den beiden Randbedingungen (4) und (5) aus 


ce) 


1 
= Jp, 12 (Kin?) 


Sr | [iin r pe Oe? 
1 
|e, Jis12 (kim a) =0 (13b) 
1 Im 
(a Kugelradius). Jeder Eigenwert ist (2/+1)- 


fach entartet, da kj, von n unabhangig ist und so- 
mit zum selben k),. samtliche durch den oberen 
Index von P,” unterschiedenen Eigenfunktionen ge- 
horen. 


Das vollstindige Lésungssystem der Maxwell- 
schen Gleichungen fiir einen kugelformigen Hohl- 
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raum setzt sich zusammen aus H- und E-Schwingun- 
gen, die durch verschwindende Radialkomponente 
des elektrischen oder magnetischen Feldes charak- 
terisiert sind [5]. Die Felder der beiden Schwin- 
gungstypen lassen sich daher aus je einem skalaren 
Potential herleiten. Mit 


keer Jp e i 
Un=0, iors 
Ug=, hz=rsind? 


erhalt man fiir diese Potentiale aus (10) die fol- 
gende Differentialgleichung | 


orl 1 Ones ol 
jy eat © 

Or a resin? Ob i on zi 
1h oT 


+i? 1T=0. (14) 


Psin?d Og? 
Das ist die Schwingungsgleichung fiir die Funktion 
II/r , die mit der Randbedingung 
Ou = 0 héer-r=¢ 


Or 


oder 


IIT=0 beir=a 


fiir E-Schwingungen, (15a) 


fiir H-Schwingungen. (15b) 
zu losen ist. Man erhalt somit 


La =F Disa ? 


wobei die Eigenwerte /j;,, entsprechend den beiden 
Randbedingungen (15 a,b) aus 


& [HBr lisse rce= 0, (16a) 


V4 @ Ji119 (A a) =0 (16b) 


folgen. 


Die Eigenfrequenzen der H-Schwingungen sind 
also dieselben wie die eines schallweich begrenzten 
Kugelhohlraums. Beide Probleme sind mathematisch 
vollkommen analog. Fir die dreifach entartete 
Grundschwingung (/, m, n=1, 1, 0) berechnet sich 
der Eigenwert als erste Nullstelle von Jsjo zu 


kha=k¥a=4,49. 


Die Eigenfrequenzen der E-Schwingungen erge- 
ben sich als Wurzeln k/,a der transzendenten Glei- 
chung 


Ji 19 (kin) at 


h 


wahrend die Eigenwerte ky, 


des schallhart begrenz- 
ten Kugelhohlraumes aus 

Jist2 (hima) z Kin % 

Ji-12(Klma) = E+ 1 


folgen. Fiir die Grundschwingung findet man 
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ka =2,74, kit a = 2,08 . 


Hier wird die mathematische Analogie beider Pro- 
bleme erst fiir groBe Werte von J, also fiir die hohen 
Kigenfrequenzen, asymptotisch erreicht. 


Die weiteren Beispiele beziehen sich auf elektro- 
magnetische und entsprechende akustische Beugungs- 
erscheinungen. Bei zweidimensionalen Problemen ist 
die mathematische Analogie vollkommen. Das beu- 
gende Objekt sei in z-Richtung unendlich ausge- 
dehnt und seine von z unabhangige Randkurve sei 
Koordinatenlinie eines ebenen orthogonalen Koordi- 
natensystems w,, uz. Die einfallende ebene Welle 
sei a) parallel oder b) senkrecht zu z linear polari- 
siert. Dann lauten die Feldkomponenten 


1 OF 1 OE, 
sae «oars ADSI Hip fea eg Minako ERR 0) 
‘ zs 3 Os ? hy Ou, ( » 
Hy hye Oe ee ; OH. (17) 
hs Ou hy Que 


wobei E und H, der zweidimensionalen Schwin- 
gungsgleichung (2) gentigen und die Grenzbedin- 
gungen (7a,b) einhalten. Beide Randwertprobleme 
sind identisch mit dem entsprechenden akustischen; 
an die Stelle des Dichteverhaltnisses 0/0) tritt im 
Fall a) das Verhiltnis der Permeabilitaten 44/12, 
im Fall b) das Verhaltnis der Dielektrizitatskonstan- 
ten €,/&. Bei einem ideal leitenden Objekt ergeben 
sich mit Gl. (8) aus (17a,b) zwei Randwertaufga- 
ben, die identisch sind mit denen der akustischen 
Beugung an schallweicher (a) und schallharter (b) 
Grenzflache. 

Im Perri msehsioricien werden zur Losung eines 
elektromagnetischen Beugungsproblems im allge- 
meinen zwei skalare Potentiale bendtigt. Bisher 
ist — auch bei idealisierten Randbedingungen — 
kein Fall bekannt, in dem das elektromagnetische 
Beugungsfeld aus den Lésungen der entsprechenden 
akustischen Probleme gewonnen werden kann. Ein 
Beispiel, bei dessen Behandlung man wegen der 
hohen Symmetrie mit einem skalaren Potential aus- 
kommt und das einige praktische Bedeutung fiir die 
drahtlose Telegraphie erhalten hat, ist das Problem 
der Vertikalantenne in der Nahe einer ideal leiten- 
den Kugel [6]. Fir einen elektrischen (magneti- 
schen) Dipol, der in der Verlangerung eines Kugel- 
durchmessers liegt, ist das Feld um diese Achse 
rotationssymmetrisch: die Kraftlinien des magneti- 
schen (elektrischen) Feldes verlaufen in Kreisen, 
die des elektrischen (magnetischen) Feldes in Meri- 
dianebenen. Fiir einen elektrischen Dipol in z-Rich- 
tung (Achse ?=0 eines Polarkoordinatensystems r, 
%, y) ist somit H,=0. Da der Vorgang von ¢ un- 
abhangig ist, besteht das Feld aus den drei Kom- 
ponenten F,, Es, Hy, die sich aus einem der 
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Schwingungsgleichung geniigenden Potential Y ge- 
maf 


92 (r V) 
E,=h?r U4 aS ‘ 
sh One hal oes <a 
AAR Ae 
Ov 
my 8S: 


herleiten. Die Randbedingung £»=0 fihrt auf Gl. 
(15a). Fir den magnetischen Dipol wird £,=0 
und man erhalt zu Gl. (18) vollig aquivalente Aus- 
dricke fir H,, Hy, E,. Die Randbedingung 
E> =0 resultiert in Gl. (15b). — Befindet sich der 
Dipol im Abstand ry) >a vom Kugelmittelpunkt, so 
laBt sich die einfallende Welle fiir r<rq durch die 


x Y (2m+1) Hye (kro) Ima, (Er) Pm(cos 9), 
m=0 


RaVrpre= 


darstellen, wobei 15 Sora die erste Hankelfunktion 
der Ordnung m + 1/2 bedeutet. Die Rotationssymme- 
trie beziiglich der z-Achse gilt auch fiir das Beu- 
gungsfeld 


2rrycos? 


(20) 
7 


ee OE 4 HO (b ry Pg (6090). 
2 Vror Dn 


Die aus den Grenzbedingungen sich bestimmenden 
Koeffizienten A,, haben die in Tabelle I aufgefihr- 
ten Werte. 


Tabelle I 
| 
Grenzbedingung | —Am/(2m+1) WO), (kr)= 
V(ay=0 | Smee a) 
Hintt/2 (k a) 
ay om kaJSm—1/, (ka) — (m+1) Jm+1/,(k a) 
Or /r=a kaH®) , (ba) —(m+1) HO (ka) 
(es n) 9 | a Imig (h a) =m Sms. a) 
Or rea | ka HO, (ea) —m®,,, (ka) 


Fir die Probleme des vertikalen magnetischen Di- 
pols vor der ideal leitenden Kugel und des Kugel- 
strahlers vor der schallweichen Kugel besteht also 
vollkommene mathematische Analogie. Hingegen 
wird sie bei den Problemen des vertikalen elektri- 
schen Dipols vor der ideal leitenden Kugel und des 
Kugelstrahlers vor der schallharten Kugel erst fiir 
sehr groBe ka erreicht. 
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Will man den Fall des horizontalen Dipols vor 
der Kugel oder fiir ry co die Beugung einer ebe- 
nen Welle an ihr behandeln, so gelingt dies durch 
Einfiihrung von zwei skalaren Funktionen WY, und 
Y,, die der Schwingungsgleichung (2) und den 
Randbedingungen (15a, b) geniigen [7]. Trotzdem 
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SchluBwort 


Entscheidende Voraussetzung fiir die mathemati- 
sche Analogie elektromagnetischer und akustischer 
Randwertprobleme ist das Vorhandensein geeigneter 
skalarer Potentiale zur Losung des elektromagneti- 


Tabelle H-- 
Koordinaten (4+k?) =0 Ftang=0 
; TT Tre Tre La=Ey=0 
kartesische ae shi ah : ate = 0 , Jaks, = 0 ; OLL:/0z = 0 
Pheri ie cen ck st: al"/az=0, ara =0, ™=0 
Zylinder Tt, I Ez=E,=0 
0.gy2 :=0, alIr/a0 =0 
Kugel- E,=E 5=0 
Mfr = 8), Hrjr= vr | 9 
7, D0 Lider | 4 [o(qiis\er— 0), 1 = 30 


besteht hier keine mathematische Analogie zu den 
entsprechenden akustischen Problemen, weil die fir 
eine ebene elektromagnetische Welle ermittelten Aus- 
dricke von Y, und W, nicht mit denen fir eine 
ebene Schallwelle tbereinstimmen. 

Bestehen bleibt die beobachtete, oft erstaunliche 
Ahnlichkeit elektromagnetischer und akustischer 
Beugungserscheinungen, worauf schon verschiedent- 
lich hingewiesen wurde [8], [9]. Im Fall ebener 
Beugungsschirme aft sich das Feld im Raum mittels 
der Integraldarstellungen 


2nE(P) = = rotp rotp \ dex FOV 4 Oa) 
1 Tr 
2a BUY pete \ dfg ck (Oyo (21b) 
Te 

rc 6) e ikr 

21 D(P) --|| 0(Q) < © —~ dfa, (22a) 
x nN T 

2x O(P) = \() eaaae (22b) 

OnJg r 


aus den Tangentialkomponenten der magnetischen 
oder elektrischen Feldstaérke bzw. aus dem Druck 
oder der Normalschnelle in der Schirmebene gewin- 
nen [10]. Die Anwendung dieser Formeln im Sinne 
von Kirchhoff zur naéherungsweisen Berechnung von 
Beugungserscheinungen fihrt bei einer einfallenden 
ebenen Welle auf identische, tiber die Flache 
des Schirms zu erstreckende Integrale in Gl. (21) 
und (22). Somit sind in dem Bereich, in dem die 
Kirchhoffsche Naherungsmethode mit Erfolg an- 
wendbar ist, elektromagnetisches und akustisches 
Beugungsproblem in dieser Naherung mathematisch 
vollkommen analog. 


schen Problems. AbschlieBend sind daher in der 
Tabelle II diejenigen Komponenten des_ elek- 
trischen und magnetischen Hertzschen Vektors zu- 
sammengestellt, die von den oben formulierten Be- 
dingungen fiir vollkommene mathematische Analo- 


gie die das skalare Potential betreffende Forderung 
2. erfillen. 


(Eingegangen am 16. Januar 1959.) 
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UNTERSUCHUNGEN UBER PERIODISCHE WELLEN, 
PaPONENTIELLE UND KOMPLEXE NAHFELDER 


IM BEGRENZTEN FESTKORPER 


von K. Tamm und O. Wets 
III. Physikalisches Institut der Universitat Gottingen 


Herrn Prof. Dr. phil. Dr.-Ing. E. h. E. Meyer zum 60. Geburtstag gewidmet. 


Zusammenfassung 


Versucht man, ausgehend yon den elastischen Grundgleichungen, die Schwingungen eines 
begrenzten Festkérpers zu beschreiben, so wird man gezwungen zur vollstandigen Erfillung 
der Randbedingungen, neben den periodischen Wellen auch Lésungen der Wellengleichung 
mit reeller und komplexer Fortpflanzungskonstante heranzuziehen. 

Nach einer Betrachtung von bislang streng gelosten und nicht gelésten Schwingungs- 
problemen werden am Beispiel der unendlich ausgedehnten, homogenen und verlustfreien 
Platte alle auftretenden Wellenformen diskutiert. Neben den Ausbreitungseigenschaften der 
Wellen: Phasengeschwindigkeit, Dimpfung, Gruppengeschwindigkeit und EnergiefluB, wer- 
den auch die Querschnittsverteilungen der Spannungen und der Schnellen untersucht. Unter- 
schiede in der Schallausbreitung im schubspannungsfreien Medium und im Festkérper 
werden herausgearbeitet. 


Summary 


The boundary conditions for the complete elastic equations describing the vibrations of a 
bounded solid cannot be fulfilled by assuming periodic waves only, but waves with complex 
and real propagation constants are required in addition. 

After characterizing the hitherto exactly solved and unsolved vibration problems of this 
kind, a discussion of all wave-forms occuring in an infinitely extended homogeneous, non- 
dissipative plate is given. 

Besides the propagation factors — phase velocity, damping, group velocity and energy 
flux — the distributions of stress and particle velocity across the section are investigated. 
Differences between the sound propagation in a liquid and a solid are pointed out. 


Sommaire 


Si on cherche, 4 partir des équations fondamentales de l’élasticité, a étudier les vibra- 
tions d’un corps solide limité, on est obligé de faire intervenir pour satisfaire entiérement 
aux conditions aux limites, outre les ondes périodiques, les solutions de l’équation de pro- 
pagation qui comportent des termes réels et complexes. 

Aprés une récapitulation des problémes de vibrations depuis longtemps résolus rigoureu- 
sement et non résolus, on discute toutes les formes d’ondes qui apparaissent sur l’exemple 
des plaques homogénes, indéfinies et dénuées d’amortissement. Outre les caractéristiques de 
la propagation des ondes (vitesse de phase, amortissement, vitesse de groupe, et flux 
d’énergie), la répartition transversale des tensions et des vitesses ont fait également l’objet 
de recherches. On a étudié les différences de la propagation des ondes sonores dans un 
milieu dépourvu de rigidité et dans un corps solide. 


Einleitung 


Wahrend die Wellengleichung fiir ein schubspan- 
nungsfreies Medium nur das Auftreten einer einzi- 
gen Wellenart (Kompressionswelle) zulaBt, finden 
wir im Festkérper zwei primaire Wellenarten, die 
Schubwellen und die Dilatationswellen. Die Mannig- 
faltigkeit der Erscheinungen bei Festkérperschwin- 
gungen wird jedoch erst durch den Einflu8 der 
Begrenzungen (Randbedingungen) und durch die 
damit verbundene Kopplung von Schub- und Dilata- 
tionswellen hervorgerufen [1]. Die bislang vorge- 
nommenen experimentellen und theoretischen Unter- 


suchungen haben gezeigt, daf eine allgemein giil- 
tige Beschreibung von den elastischen  Grund- 
gleichungen auszugehen hat. Leider wird schon bei 
den einfachsten geometrischen Verhaltnissen die ma- 
thematische Behandlung auf erst kompliziert — ganz 
entsprechend den ebenso komplizierten physikali- 
schen Vorgingen. Bei gewissen Aufgabenstellungen 
bereitete die Erfiillung der Randbedingungen an- 
scheinend untiberwindliche Schwierigkeiten. 


In der vorliegenden Arbeit werden diese Fragen 
am Beispiel der Wellenausbreitung in einer unend- 
lich ausgedehnten Platte, deren erste Behandlung auf 
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Lamp [2] zuriickgeht, naher untersucht. Bislang un- 
bekannte Losungen?, welche die Erfillung weiterer 
Randbedingungen an der Platte erst ermdglichen, 
werden berechnet und diskutiert. Die so erhaltenen 
Ergebnisse lassen sich sinngemaf} auf andere Kor- 
performen und Schwingungsprobleme tbertragen. 
Um diesen Zusammenhang deutlich zu machen, sol- 
len einige allgemeine Betrachtungen tiber die Er- 
fiullung von Randbedingungen vorangestellt werden. 


1. Der Einfiu®B der Korperbegrenzung auf die 
Schallwellenausbreitung im homogenen, 
isotropen und verlustfreien Medium 


1.1. Wellenausbreitung im unendlichen Medium (pri- 
mare Wellen: Kompressionswellen, bzw. Schub- 
und Dilatationswellen) 

Um einen schnellen Uberblick zu erméglichen, 
selen die wichtigsten der wohlbekannten Grund- 
gleichungen fiir das schubspannungsfreie Medium 
(Gl. (la), (2a), (3a)) denen des Festkorpers 
(Gl. (1b), (2b), (3b)) gegentibergestellt. Unter der 
Voraussetzung kleiner Teilchenverschiebung s = (s;, 
s;, 8) gehen die Bewegungsgleichungen (ohne Be- 


riicksichtigung der Volumenkrafte) (1a, b) 
Ped 2g 
—gradp—o S> = 0, div on 9 5S = 
mit Hilfe der Materialgleichungen 
p= =K-dws (2a) 
oes p os (x 5¢) (ee cf sce ; 
ene Biol ae 
a5 8 i 
Tip =C ( EL =f =| 
j Ox, On; 
in folgende Wellengleichungen itiber: 
Ko gredins po mG 3 
gra INS Oar Uy (3a) 
os 
D> grad divs— G- rotrots—o ae Ors (3b) 
R 


Dabei ist K der Kompressionsmodul (Volumensteife 
des Mediums), G der Schubmodul (Formsteife des 
Mediums), D = K + ; G der Dilatationsmodul (Steife 
des Mediums bei verhinderter Querkontraktion), 
0 die Dichte und p der Druck; 0; sind die einzelnen 
Spannungskomponenten (vel. Bild 1). 

Wie man sich leicht tiberzeugen kann, sind die 
Beziehungen (la), (2a) und (3a) als Sonderfall 


' Kurz vor Einreichung der vorliegenden Arbeit zum 
Druck erschien eine Veréffentlichung von SHerwoop (J 
acoust. Soc. Amer. 30 [1958], 979), in der ebenfalls 
auf die Existenz dieser bislang unbekannten Lésungen 
hingewiesen wird und in der Naherungslésungen fiir 
diese angegeben werden. 
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Bild 1. Bezeichnungsweise der Spannungen und Lage des 
Koordinatensystems bei der unendlich ausgedehn- 
ten Schicht. 


(G = 0) in den Beziehungen (1b), 
enthalten. 

Die Losung der Wellengleichung (3a) geschieht 
im allgemeinen durch Ansatz eines Versa nsae 
oder Schnelleuotenttals P: 


(2b), (3b) mit 


grad D=s oder grad P= S =v 
Dadurch nimmt Gl. (3 a) die bekannte Form 
a 2D 
AD— = 4 
ck On. ( a) 


an. Ihre Losungen sind Kompressionswellen mit der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit cx = VK/o. 

Die Wellengleichung (3b) kann durch Zerlegen 
des Verschiebungsvektors s in einen divergenz- und 
einen rotationsfreien Anteil s=sg+sp in zwei von- 
einander unabhangige Wellengleichungen aufgespal- 
ten werden. So ergibt sich 


fiir divs=0 die Wellengleichung 


a 1 Os 
fe Re (4b) 
. cs Oe 
fiir rots=0 die Wellengleichung 
> 1 ) 25D 
Asp Op? OR & 


Die Loésungen dieser Wellengleichungen sind die 
Dilatationswelle (rotationsfrei) mit der Ausbrei- 
tungsgeschwindigkeit cp = VD/e und die Schubwelle 
(divergenzfrei) mit der Geschwindigkeit cs = VG/o. 

Im allgemeinen existieren diese beiden primaren 
Wellenarten unabhangig voneinander nur im un- 
endlich ausgedehnten Medium und dann auch nur, 
wenn die oben gemachte Voraussetzung der kleinen 
Teilchenamplituden erfiillt ist. Tritt eine Storung in 
ihrer Ausbreitung auf (z. B. durch Oberflachen), so 
geht im allgemeinen ein Teil der Energie der ein- 
fallenden Welle in die andere Wellenart tiber. — 
Eine Kompressionswelle bleibt dagegen immer eine 
Kompressionswelle. 


1.2. Wellenausbreitung in Medien mit spannungs- 
freien Oberflichen (Auftreten von sekunddren 
Wellen in Medien mit Schubmodul) 


Die am haufigsten auftretende Begrenzung von 
Festkorpern ist die freie Oberflache. Wahrend in 
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schubspannungsfreien Medien nur Krafte senkrecht 
zu einer Schnitt- oder Oberflache tibertragen werden 
konnen, ist dies wegen der auftretenden Schubspan- 
nungen unter jedem Winkel méglich. Daher ergibt 
sich bei einer freien Oberflache (schallweiche Be- 
grenzung) — statt der einfachen Randbedingung 
des schubspannungsfreien Mediums p=0 — allge- 
mein die Forderung nach dem Verschwinden der 
drei Spannungskomponenten, namlich der senkrecht 
zur Flache wirkenden Normalspannung o;,=0 und 
der beiden in der Flache liegenden Schubspannun- 
gen tj,=0, t;;=0. Die ganze Schwierigkeit liegt 
nun darin, eine Losung zu finden, bei der diese drei 
Spannungen gleichzeitig und am gleichen Ort, nim- 
lich auf der gesamten betrachteten Oberflache, ver- 
schwinden. 


Schon in dem einfachen Fall, bei ian die span- 
nungsfreie Oberflache zugleich Aquikoordinaten- 
flache ist, zeigt sich diese Schwierigkeit in voller 
Grofe. Wir beschranken uns daher im folgenden 
auf solche Begrenzungen. (Fir schubspannungsfreie 
Medien sind in diesen Fallen die entsprechenden 
Lésungen leicht angebbar und bekannt.) 


Durch die Forderung des Verschwindens der 
Spannungen auf einer Aquikoordinatenflache, d.h. 
unabhangig von den beiden anderen Koordinaten- 
werten, wird ein Produktansatz fiir die Spannungen 
erforderlich, der sich auch wegen der Materialglei- 
chungen (2b) auf die Verschiebungen itbertragt. 
Nun unterscheidet sich aber die Funktion der Nor- 
malspannungen 6; = 06;;(%;,2;,%;) immer von den- 
jenigen der Schubspannungen 7;;, und 1; um eine 
Differentiation in Richtung der Flachennormalen?, 
d.h. nach x;. Dies ist auch aus den Beziehungen 
(2b) ersichtlich. Unter den eznzelnen Separations- 
lésungen der Wellengleichungen (4b) gibt es nun 
aber keine Funktion, die gleichzeitig mit ihrer raum- 
lichen Ableitung fiir bestimmte Argumentwerte ver- 
schwindet. Das bedeutet mit anderen Worten: Mit 
einer Schubwelle oder Dilatationswelle allein kann 
man nicht Normal- und Schubspannung an einer 
‘Oberflache zum Verschwinden bringen; es_ sei 
denn — was in Sonderfallen oft méglich ist —, 
jede der beiden Schubspannungen oder aber die 
Normalspannung ist durchweg Null. Im allgemeinen 
gibt erst eine Uberlagerung von Einzellésungen der 
beiden Wellengleichungen, d.h. also von Schub- und 
Dilatationswellen, die gewiinschte Spannungsfreiheit 
an der Oberflache. Nach aufen hin kann diese Kom- 
bination der primaren Wellen als Einheit erschei- 
nen, d.h. als neue sekundare Wellenart, z.B. als 
Rayleighwelle, Dehn-. Biege-, Torsionswelle oder als 


2 Das gleiche gilt fiir die Normalschnelle v; im Ver- 
haltnis zu den Tangentialschnellen vj und vz. Dadurch 
ergeben sich analoge Folgerungen bei der bewegungs- 
freien (schallharten) Begrenzung. 
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eine von deren hoheren Moden. Diese sekundaren 
Wellen zeigen immer eine Dispersion, die nur vom 
Verhaltnis der Querabmessungen (z.B. Platten- 
dicke) zur Schub- und Dilatationswellenlange ab- 
hangt. Diese ,,geometrische Dispersion“ mu streng 
von der ,molekularen Dispersion“ unterschieden 
werden. Letztere hat ihren Grund in der Frequenz- 
abhangigkeit des Schub- oder Kompressionsmoduls. 


In einer Ubersicht seien nun die wichtiesten Pro- 
bleme betrachtet, bei denen nur spannungsfreie 
Oberflachen auftreten, die gleichzeitig auch Aqui- 
koordinatenflachen sind. Jede dieser Oberflachen ist 
als Angehorige einer dreifachen Schar orthogonaler 
Flachen durch Angabe eines einzigen Koordinaten- 
wertes festgelegt. Nun nehmen wir eine Einteilung 
der zu behandelnden Falle in Gruppen vor, der- 
gestalt, da in der ersten Gruppe nur solche ent- 
halten sind, bei denen die spannungsfreie Ober- 
flache allein aus Flachen einer einzigen Schar be- 
steht, in der zweiten Gruppe sind an der Oberflache 
zwei F lachenscharen beteiligt, in der dritten alle drei 
orthogonalen Flachenscharen. Eine weitere Unter- 
teilung gibt die Anzahl der Flachen jeder einzelnen 
Schar an. Die interessantesten Falle sind in der 
Tabelle I aufgefiihrt. Bei einem Vergleich der Ta- 
belle I mit den bislang veroffentlichten theoretischen 
Untersuchungen findet man, da Losungen unter 
Erfiillung aller Randbedingungen nur fir die erste 
Gruppe vorliegen, bei der die Oberflache durch 
Werte einer einzigen Koordinate bestimmt ist. Das 
Verschwinden von Normal- und Schubspannungen 
an der Oberflache wird immer durch Ubherlagerung 
von nur einer Schubwelle und nur einer Dilatations- 
welle erreicht. Nur in dem Fall, bei dem die betref- 
fenden Normal- oder Schubspannungen in dem ver- 
wendeten Koordinatensystem durchweg Null sind, 
geniigt eine Schub- oder Dilatationswelle allein. 


Die Versuche, einige Probleme aus der zweiten 
Gruppe der Tabelle I streng zu lésen (z. B. Eigen- 
frequenzen eines endlichen Zylinders [3], Disner- 
sion im Rechteckstab [4]), scheiterten daran, da es 
mit den bislang bekannten periodischen Losungen 
nicht mehr méglich ist, die Normal- und Schubsnan- 
nungen an der neu hinzugekommenen Oberflache 
wiederum gleichzeitig zum Verschwinden zu_brin- 
gen. Noch hoffnungsloser erscheint die allzemeine 
Behandlung der Eigenschwingungen eines freien 
Quaders (Beispiel aus der dritten Gruppe). 


Da an der Richtigkeit der Grundgleichungen und 
der Randbedingungen natiirlich nicht zu zweifeln ist 
(dafiir spricht schon die Tatsache, da alle bislang 


mathematisch streng lésbaren Probleme — in den 
Grenzen der Voraussetzungen der benutzten Grund- 
gleichungen — auch experimentell in vollem Um- 


fang bestatigt wurden), bleibt nur der SchluB iibrig. 
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Tabelle I. 


Kinige Beispiele fiir Probleme bei schwingenden Festk6rpern mit nur spannungsfreien Oberflachen, die zugleich 
kartesische, Zylinder- oder Kugelkoordinatenflachen sind. 


Die spannungsfreie Oberflache wird Koordinaten- Prohien 
festgelegt durch: system 
Reflexion von Dilatations- und Schubwellen an einer span- 
kartes. nungsfreien Oberflache ~ 
Rayleighwellen 
: t Wellenausbreitung im unendlich ausgedehnten Voll- 
ein Koordinatenwert oriole zylinder 
Sineat Warteonler Resonanzschwingungen einer unendlich langen Bohrung - 
zwei Werte einer Eigenschwingungen von Vollkugeln 
Koordinate Kugel- 4 ate us 
Resonanzschwingungen von sphiarischen Hohlraumen 
kartes. Wellenausbreitung in einer unendlich ausgedehnten Platte 
zwei Koordinatenwerte Wellenausbreitung im unendlich langen Hohlzylinder 
rrp. Ausbreitung von Zylinderwellen in unendlich ausgedehnten 
Platten 
ein Wert wie Ronnies Selina Reflexion der Wellen eines unendlich langen Zylinders am__ 
P es spannungsfreien Ende 
d erste Koordinate Reflexion der Wellen einer unendlich groBen Platte an 
einen Wert oder ; kartes : : 
zwei Werte von je ein Wert, | * | einem spannungsfreien Ende 
i i zweite Koordinate | : 
zweiKoordinaten zwei Werte zylind. | Eigenschwingungen von endlichen Vollzylindern 
cf LS kartes. Wellenausbreitung im unendlich langen Rechteckstab 
e eee : La artes Reflexion der Wellen eines Rechteckstabes an einem span- 
einen Wert oder 3 Koordinates 22 Werte nungsfreien Ende 
zwei Werte jeder 
Koordinate i: ; 
fiir ote cre kartes. Eigenschwingungen eines freien Quaders 


da man in allen diesen Fallen nicht mehr mit den 
rein periodischen Lésungen auskommt und _nicht- 
periodische Lésungen heranziehen muf. Solche Lo- 
sungen sind bei den schubspannungsfreien Medien 
die exponentiellen Nahfelder, d.h. Wellen, die von 
der Anregungsstelle exponentiell abfallen und tiber- 
all gleiche Phase aufweisen. Andere Moglichkeiten 
gibt es beim schubspannungsfreien Medium mit 
schallharter oder schallweicher Begrenzung nicht. 
Beim Festkérper existieren dagegen noch komplexe 
Nahfelder, das sind Loésungen mit komplexen Fort- 
pflanzungskonstanten. Neben dem _ exponentiellen 
Abfall besitzen sie auch eine Periodizitat in der 
Phase. 

Diese einzelnen Losungen sollen im folgenden fiir 
den ,,einfach“ zu behandelnden Fall der Wellen- 
ausbreitung in einer unendlich ausgedehnten Platte 
naher untersucht werden. 


2. Die Wellenausbreitung in einer unendlich 
ausgedehnten, homogenen und verlustfreien 


Schicht 


Es scheint zweckmaBig, zunachst den einfacheren 
Fall der Wellenausbreitung in einer flachen Fliissig- 


keitsschicht und dann erst den schwierigeren der 
Wellenausbreitung in einer Platte zu betrachten. 

Da wir auf der Suche nach allen mdglichen L6- 
sungen sind, miissen wir uns die einzelnen Lésungs- 
schritte etwas genauer ansehen. Aufierdem bendti- 
gen wir auch neben den Dispersionsformeln die ex- 
plizite Darstellung der Feldgro8en, um iiber deren 
Querschnittsverteilungen und den  auftretenden 
Energieflu8 diskutieren zu konnen. 


2.1. Kurze Herleitung und Zusammenstellung der 
benutzten Formeln 


Wir legen das kartesische Koordinatensystem so, 
da8 die 2-Achse in Ausbreitungsrichtung zeigt und 
die spannungsfreie Oberflache durch y = +//2 allein 
festgelegt ist (vgl. mit Bild 1). Fir y= 41/2 
miissen demnach 0,,, tz, und t,, bzw. p fur alle 
x-Werte verschwinden. Das bedingt einen Separa- 
tionsansatz der Form f(x): g(y)- el. 


2.1.1. Schubspannungsfreie Schicht 
(Kompressionswellenausbrei- 
tung im Flachtank) 

Der allgemeinste Ansatz zur Lésung der Wellen- 
gleichung (4a) ist in unserem Fall 
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D = (be®xY + Be Px) (ae%* + Ae) ei?! (5) 


A, a, B, b sind komplexe Amplitudenfaktoren, ax 
ist die Fortpflanzungskonstante der Kompressions- 
wellen in 2-Richtung, Px diejenige in y-Richtung. 

Da wir nur eine Welle in positiver x-Richtung 
haben wollen, ist a=0. Mit obigem Ansatz erhalten 
wir fiir die FeldgroBen: 


p=KA@= 
=K (ak + Bx) (b esY + Be PxY) x 
x A ene eiot 
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Aus Gl. (9) entnimmt man, da® ox entweder rein 
reell oder rein imaginar sein muB. 


2.1.2. Nichtschubspannungsfreie 
Schicht (Platte) 


Mit einem Separationsansatz fiir alle FeldgréRen 
erhalt man fiir den Fall, da& v,=O0 ist, aus den 
Materialgleichungen (2b) und den Wellengleichun- 
gen (4b) folgende allgemeine Losung unter Weg- 
lassung des gemeinsamen Zeitfaktors e'” : 


PRE ee (6) Schubwelle 
= —1@ax(be’k¥ +B e FxY) x igi (bg e884 + Bg e fsY) (ag eS + Ag e748”) 
x Are. oe el Cig — (bg e8s¥ + Bye PsY) (ag e%8* + Age 45%) 
Vy = 10 Sy = 62, =0 
=i Bx (b efxY — Be bY) x 
x A eo Ke elot | ia a Se — 28) (bs efsy — Bge" *s¥) (ag e%5* — Age *8*) 
Aus der Wellengleich (4a) fol oe 
us der Wellengleichung (4a) folgt : a & a 
mit Gl. (5) weiter V_= 10 $,= ce (bs cfs + Bs ePs) (ag ots? — Ag e~*5*) 
axk+Be+w'lcc =0. (7) : BE) jy He Nese ons 
= 4 = SF ect AS —~as 
Die Fortpflanzungskonstante fx wird Dore ee 26 Bs (bse Doe) see iaees ) 
durch die Randbedingung (10) 
P= +12) = 0 Dilatationswelle 
festgelegt. Diese, in Gl. (6) einge- 5 
tragen, ergibt zwei verschiedene Lo- i tis (a Si 5a (bp ef¥ + Bp e 0¥) (ap e%* + Ap e 7) 
sungstypen, die symmetrischen und 2 cs” 
. . . 2 
die antisymmetrischen Wellenmoden. he (208 ee ) (bp ef0Y + By e~F0¥) (ap e%® + Ap e7?) 
Aus 2 cg 
B/b=1, cos(fx 1/2) =0 (s w 2 Rs 
: Oo = —, — ——| (bp ef0¥ + Bp e 0) (ap e%* + Ap e 
folgt Be Sinn 22 22 ak D + Dp ) (ap D % 
mit n=1, 3, 5,... symmetrische  1,,= — ap Bp (bp e0¥ — Bp e F0Y) (ap e* — Ap e **) 
Moden bzw. aus io 
Ba ae bp efo¥ + Bry ea Foy apt __ 4, @— apt 
B/b= —1, sin(Bx 1/2) =0 ee oe Ame ane) 
folgt bx =inna/l ; iw . = 
Vy = 1@ sy= — Bp —~ (bp ef?¥ — Bp e P0¥) (ap e* + Ap e 
mit n=2,4,6,... antisymmetrische Y ‘3 Po 26 (Op 2 ) (ap % 
Moden. 


Damit lauten die Feldgro8en (6) endgiiltig: 


Ks eA —axt piot 
i i ee s ear 
Bi ya (228) foostma il 4 @ aK? giot | (8) 
21} |sin(nxy/l) 
= .n Ax f sin(nxy/l) | 4 age lat 
= >) oo ,, : eae 


Die oberen Funktionen der geschweiften Klammern 
in Gl. (8) gelten fiir die symmetrische Moden, die 
unteren fiir die antisymmetrischen. 

Die Fortpflanzungskonstante in z-Richtung 


ax = aK + ing 
errechnet sich nun nach GI: (7) zu 
ae \2 
(23s x) —1=ax(I/ax). (9) 


= w 
OK =a + ing = — 
cK 


Zwischen den Fortpflanzungskonstanten ag, fg bzw. 
ap, Bp besteht noch nach der Wellengleichung (4b) 
die Beziehung 


ag + P§+(w/cs)!’=0, ob+fb+(o/ep) =0. (11) 


Aus (10) entnimmt man nun auch direkt, daB t,, 
und oy, (aber auch t,, und o,,) nicht bei jeder 
einzelnen Welle fiir bestimmte Koordinatenwerte 
zum Verschwinden gebracht werden kénnen. Nur in 
einigen Sonderfallen, z. B. fiir as? = Bs? = — w?/2 cs? 
(Schubwellenreflexion unter 45°), fiir as =0 (senk- 
rechter Einfall einer Schubwelle) und fiir ap=0 
(senkrechte Reflexion einer Dilatationswelle) geniigt 
eine Welle allein, da gerade in diesen Fallen ent- 
weder 6,, oder t,, identisch Null wird. Im allge- 
meinen ist fiir eine Wellenausbreitung in einer 
Platte die Uberlagerung beider primarer Wellen 
unter Spuranpassung ap = ag =a Voraussetzung. Die 
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Randbedingung oy, =t,,=0 fiir y= +1/2 fiihrt wieder auf symmetrische und antisymmetrische Moden: 


Bees | (sr ne oe ee at wo? 


2 cs/ (sinh (Bp 1/2) sinh Bs y 
Pee E (2 a w2 ee 1/2) cosh Bg 4 ie 


2 c§/ (sinh (fp 1/2) sinh Bg y 
O22 = 
2 ao 
ree (2 i A) ee 1/2) sinh fe 
tes a Bg sinh (fp 1/2) cosh Bg y 
ie 
cae Saute 8 
Sav@ 2c& {cosh(fp 1/2) cosh fe 
SR Ee a sinh (Bp 1/2) sinh fs y 
gz 4 oP 
eee ee 2c% ee 1/2) sinh Aaa 
Z 2G a sinh (fp l/2) cosh Bs y 


Wie man aus (12) sieht, wird die Spannungsfrei- 
heit an der Oberflache erreicht, wenn 


ar 
ee a 2 ¢5 ae aes (13) 
tanh(Bsl/2)} a By Bs | tanh (Bp 1/2) 

gilt. Die Gl. (11) und (13) erméglichen nun zu- 
sammen die Ermittlung der Fortpflanzungskonstan- 
ten a=a tia’ =a/(I/Ag, l/dp). Wiederum gelten 
die oberen Funktionen der geschweiften Klammern 
fiir die symmetrischen, die unteren 


2 
2s 


w?. 


cosh (fg 1/2) cosh Bp y a pees 
#) ee (8s1/2)sinh Bp Al ase 


cp 


[224 a {cosh 1/2)cosh Pos) Guo 


2cs/ |sinh (fg 1/2) sinh Bp y 
w? ?\ {cosh(fg 1/2) cosh Bp y = 
a ee ae ies OL A ax 
oa =| a (Ba I/2) sin Bp yf 2" ae 
(12) 


cosh (fs 1/2) sinh Bp us 8 a ea ea 
aN eEY ae: Ce eee 


_ . {cosh (Bs 1/2) cosh Bp | nity eee 
s ey (61/2)sinh Boalt 


Se ae 
tei ee (oe a 


Unterhalb der Grenzfrequenz finden wir einen ex- 
ponentiellen, gleichphasigen Abfall der Feldgrofen 
von der Anregestelle her. Die Dampfung dieser 
Wellenform ist 


/, 2 
oA -n|/1- (2) , Unix <0,5. (15) 
"18 nix 


Im Bild 2 ist die Phasengeschwindigkeit der 
periodischen Wellen und die Dampfung der expo- 


ftir die antisymmetrischen Moden. 


2.2. Diskussion aller auftretenden 


Wellen 


2.2.1. Phasen-, Gruppenge- 
schwindigkeit und 
Dampfung der Wellen 


Im schubspannungsfreien Medium 


hangt die Fortpflanzungskonstante a 


bei fester Modenordnung n nur vom 


Verhaltnis Schichtdicke zu Kompres- 


sionswellenlange ab. Dieses Verhalt- 
nis J/2x ist in einer verlustfreien 


Schicht direkt proportional zur Fre- 
quenz. Eine ungedimpfte Wellenaus- 
breitung mit «”’ =iw/c, a’ =0 tritt 
nur oberhalb der jeweiligen Grenz- 
frequenz (I/ndx =0,5) auf, Die Pha- : 
sengeschwindigkeit ¢ ergibt sich dann 
nach Gl. (9) zu 
c 1 


2 3 
Ly 


Bild 2. Kompressionswellenausbreitung in einer schubspannungsfreien 


Keres ‘ (14) Schicht. Das Diagramm (b) gibt die Phasengeschwindigkeit der 
Gr ee SR periodischen Wellen in Abhangigkeit vom Verhaltnis Schichtdicke 
1D oe 5 *) zu Kompressionswellenlange wieder. In (a) ist die Dampfung 
21 der exponentiellen Nahfelder eingezeichnet ( symmetrische, 


giiltig fiir I/ndx >0,5. 


—— — antisymmetrische Moden). 


ch [5] 


gedehnten Platte der Querkontraktionszahl o = 0,47; 


, (b) Phasengeschwindigkeit der periodischen Wellen na 
symmetrische, — — — antisymmetrische Moden). 


cq 
ice) 
N 
ae <— 1, 
3S & S 
(ue te ee 
t ie y i 7 
! if ! \ 
[am yf u Ph on oe Se 
a <a | nee 4---=== 
\ 4---"-- ie oes = 
ec NE oa | 
Le) / wo! ; 
_f OU 
eS kK ; ~ St =u 
n \ / ne ys 
es ie = i ime S 
Voth 2 SStes b eee 
Zz iL Seem ect ‘ SG 
eee ea : 7 
t 
N i Ro) freee 
Ul Bat a 
fem Seale == ois 
SB ne 
N, Dees 
[ea] \ fe ei bY w [. ; 
= { +— 
— in 
Zz 1 —_ ieee 
a Alpes j= ay 
a as | 2 
G) 
- + 
5 eR j ag 
a] \ yf. Be SS pices 
fd Sl ae Oat Boag ies —---}+-----47 1 Ls) 
= ‘ | ic =" = 7 ; 
\ Be paar V 1 
n STG ! H | 
ES | Aides 
(oe) Z 
Nn t / iii 2 
< H 37 i ' 
eal { —-<"T Cat) 
& Naat = a ees rene Le 
os \ / ! bat 
(op) R / 1 
a Ssa—fe-n= o BE H a 
~N 
= \ ¥ i N SRS 
5 wh ! 
() ne jae oe a Reg if 
ah K + 
zg ; ft | 
=| 7 
= iat & Vs a { 
2 ia a arb 
<< r een ol i ‘, 
= | | ieeeals Rees 2 a aan einer a Re 
i / 
2 \ 
‘, NS 
Oo (j=) 
+ ~ j=) s+ N S © wo + N enue + ~N 
<— 1t/],» () <«— 87/9 ©) <+— 59/85 
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(a) Dampfung der exponentiellen Nahfelder 


Bild 3. Diagramme zur Wellenausbreitung in einer unendlich aus 
und (c) Gruppengeschwindigkeit ( 
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nentiellen Nahfelder nach Gl. (14) und (15) auf- 
getragen. Diese Kurven sind seit langem bekannt 
[8] und ausfihrlich diskutiert worden. Sie treten 
auch bei der Beschreibung der Ausbreitung elektro- 
magnetischer Wellen in Hohlleitern auf. 


Im festen Kérper hangt a von I/Ag und I/Ap ab. 
Da aber Ap/Ag=cp/cs= VD/G fiir ein verlustfreies 
Medium konstant ist, geniigt die Auftragung in der 
Form a=a(l/Ag) oder a=a(I/Ap) mit der Zusatz- 
angabe der Groe von D/G bzw. cp/cg oder der 
Querkontraktionszahl 


o = (1 —2eg/ep) | (2—2cs/cp). 


Im Bild 3 sind die Phasengeschwindigkeiten der 
periodischen Wellen und die Dampfungen der ex- 
ponentiellen Nahfelder, die man aus den Beziehun- 
gen (11) und (13) ermitteln kann, fur eine Quer- 
kontraktionszahl o = 0.47 (das entsnricht einem Ge- 
schwindickeitsverhadltnis c¢p/es=4,203..) aufge- 
zeichnet. Der Verlauf der Dispersionskurven ist fur 
o = 0.47 von Naaxke und Tamm [5], fiir andere Quer- 
kontraktionszahlen von Scuocu [1], Firestone [6], 
Fay und Fortier [7] bereits ausfiihrlich diskutiert 
worden. Die ersten Berechnungen von exponentiel- 
len Nahfeldern in Platten stammen von Lyon [9]. 
Sie wurden fiir eine Querkontraktionszahl o =0,31 
ausgefiihrt. Im Bild 3 findet man auferdem den 
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Verlauf der Gruppengeschwindigkeit. Sie wurde 
nach der Formel 


Cites Seah ae ean 
ees , t desi 
cD dg dls 
berechnet. Eine ausfithrliche Diskussion und Berech- 
nung der Gruppengeschwindigkeit in Platten mit 


einer Querkontraktionszahl o=0,25 nahmen Tot- 
stoy und Uspin [10] vor. 


(16) 


Die Wellenausbreitungsverhaltnisse sind aber ge- 
rade dann recht uniibersichtlich, wenn Ag und Ap 
nicht sehr voneinander verschieden sind, was fur 
niedrige Querkontraktionszahlen zutrifft. Die Be- 
rechnungen wurden daher, wie bei Naake und Tamm 
[5], in unseren Untersuchungen mit einer etwas 
eroBeren Querkontraktionszahl (o=0.47) durchge- 
fiihrt, obwohl kein Stoff vorlag, der gerade diesem 
Wert entsprach. Zugleich erlaubt dieser Wert einen 
recht anschaulichen Ubergang zu o=0.5, dem 
Grenzfall der schubspannunesfreien Schicht und dem 
einer ,,idealen“ gummielastischen Platte. Welcher 
dieser beiden Grenzfalle vorlieet, hanet von der Art 
der Betrachtung ab. o=0,5 bedeutet nur, da das 
Verhaltnis cn/es = VD/G beliehic groB wird. Wahlt 
man (vel. Bild 3) c/ep und I/2p als Koordinaten- 
beschriftung und geht nun zu o6=0.5 tier. so eeht 

auch cp in cx und 1/dp in 1/2, iiber. 


Wir erhalten den Grenzfall der schub- 


spannunesfreien Schicht des Bildes 2. 
Im Bild 3 erkennt man leicht, da sich 
in allen drei Diagrammen der Verlauf 
der Kompressionswellenmoden des 
Bildes 2 als Einhiillende aufeinander- 
folgender symmetrischer und _ anti- 


symmetrischer Moden andeutet. Al- 
lerdings tritt hier der Dilatations- 


modul D an die Stelle des Kompres- 
sionsmoduls K. Wie stark diese Ein- 


hillenden angenihert werden, hangt 
vom Verhiltnis G/K und damit von 


der Querkontraktionszahl ab. Ist G in 
der gleichen GroBenordnune wie K 
(kleine Querkontraktionszahlen), so 
ist diese Einhillende kaum zu er- 
kennen. 


Die zweite Méglichkeit, c/es und 


UA. — 


Bild 4, Diagramme zur Wellenausbreitung in einer unendlich ausgedehn- 
ten Platte der Querkontraktionszahl o=0,5; Anordnung wie bei 


Bild 3. 


I/As aufzutragen und dann o gegen 
0.5 laufen zu lassen, bedeutet im 
Bild 3, da&® die Grenzfrequenzen der 
,»,Xompressionswellen“ erst bei im- 
mer héheren Frequenzen bzw. 1/As- 
Werten erreicht werden. Das fiihrt 
dann auf Bild 4. Diese theoreti- 
schen Kurven treffen um so mehr 


ACUSTICA 
Vol. 9 (1959) 


fiir eine Platte zu, je kleiner in ihr G/D bzw. 
cs/ep ist. In Gummi treten G/D-Werte von etwa 
10~? bis 10~° auf. Bei Gelatine konnen Werte von 
10~® und weniger erreicht werden. 

Ein Blick auf Bild 2 zeigt, da im schubspan- 
nungsfreien Medium fiir jeden J/dg-Wert unendlich 
viele Schwingungsmoden zur Verfiigung stehen, so 
daB eine beliebige Querschnittsverteilung nach die- 
sen Moden entwickelt werden kann ?. Das ist in der 
Platte nicht mehr der Fall. Fiir jeden 1/As-Wert exi- 
stieren dort nur endlich viele periodische Wellen 
und exponentielle Nahfelder. Es bleibt nur noch die 
Moelichkeit offen, diese durch Losungen mit kom- 
plexen Fortpflanzungskonstanten zu erganzen, die in 
der schubspannungsfreien Schicht nicht auftreten kon- 
nen. Zunachst sieht man an Hand der Beziehungen 
(11) und (13), daB mit a=’ +ia” 


, ° a? - ° 
auch a* =a —ia Losung sein muf. 
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ist darauf zu achten, da nur die Realteile der Span- 
nungen und Schnellen von (8) bzw. (9) mitein- 
ander zu multiplizieren sind. Der Energieflu in 
z-Richtung NV, folgt dann einfach durch Integration 
von S, uber den Querschnitt. Fur exponentiell ab- 
fallende Wellen in einem verlustfreien Medium ist 
aus physikalischen Griinden zu fordern, daB N, fur 
beliebigen 2-Wert im zeitlichen Mittel verschwindet. 
Dariiber hinaus muf natiirlich auch V, und NV, im 
zeitlichen Mittel Null ergeben. 

Bei Betrachtung der Feldgroien (8) einer schub- 
spannungsfreien Schicht sieht man, daf die Schnel- 
len zum Druck genau 90° phasenverschoben sind; 
lediglich oberhalb der Grenzfrequenz werden v, 
und p gleichphasig, so da8 dort ein Energieflu8 
auftritt. 


Tatsachlich gelingt es, auch solche 


komplexe Loésungen zu_ berechnen. 
Einige dieser komplexen Moden sind 


fiir ein o=0,5 im Bild 5 eingezeich- 


net. Damit ist die oben erwahnte 
Schwierigkeit beseitigt; wir haben nun 


wenigstens fiir jeden 1/Ag-Wert unend- 
ee wll 


lich viele Schwingungsmoden +. 
nachst scheint das Auftreten von Mo- 


den mit komplexer Fortpflanzungskon- —_—‘100 7 | = 
stante in einem verlustlosen Medium i [Ne | BRL 28 
physikalisch nicht sinnvoll [9], [11]. 50 ' Ud tt 
Dai man jedoch nicht mit Energie- a ele | 4 
betrachtungen in Konflikt zu kommen 10 \ t a 
braucht, soll im nachsten Abschnitt ge- I : 
zeigt werden. 10 = i WA 
' : te ara ay ae Ss ceed 
4 T T tiene i 1 
2.2.0 Energieflu8 der ein- : iH 
zelnen Wellen 00 f : iH q 
| ee H \ im 
Der Vektor der Leistungsdichte Ss | a f ae 
(,,Poyntingscher Vektor“), der in I | } \ ; 
schubspannungsfreien Medien durch ® t th a, : 1 ‘ aot al 
seine Komponenten S;=pv; gegeben \ i i \ | é \ 
ist, errechnet sich beim Festkérper aus VACA = ee 
S;= — oj, v,. Fiir unser Problem re- Aas WA 4 hee {ook R 
duziert sich der Flu8 der Energiedichte “YA he Oe es Saae eee aes 
in x-Richtung Y, Bese ed >= — Se — ————— 
S2= i (G27 Ve + Try Vy + Tzz V2) ®), 4 | . | | 
auf die ersten beiden Glieder. Dabei 9 : ¢ 1 ae a ? 


3 Wie spater gezeigt wird, sind diese 
auf Grund ihrer Querschnittsverteilung 
vollstandig und orthogonal. 

4 Hier bleibt noch die Frage der Voll- 
stindigkeit offen; Orthogonalitaét liegt 
nicht vor. ( 


Bild 5. Dampfung und Phasengeschwindigkeit der ersten fiinf kom- 
plexen Moden einer unendlich ausgedehnten Platte der Quer- 
kontraktionszahl o=0,5. Die Phasengeschwindigkeit der rein 
periodischen Wellen und die Dampfung der rein exponentiellen 
Nahfelder sind zum Vergleich diinn eingezeichnet 


symmetrische, — — — antisymmetrische Moden). 
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Wenden wir uns nun der Platte und damit den 
FeldgroBen (12) zu. Fir die exponentiellen Nah- 
felder ist a reell und damit sind fg und fp nach 
(11) imaginar. Man findet 0;;, Oyy, O22, Vy gegen- 
iiber t,, und v, um 90° phasenverschoben; also ist 


S',=0 und Si, =0. Fiir die periodischen Wellen 


existiert wieder ein Energieflu8 Vi. DaB auch dann 
noch NV,,=0 wird, liegt daran, da bei den folgen- 
den Integrationen 


y= +12 y=+2 
Ny=- if 7. Oyy Py dy dz— f [ Try Vz dy dz 
y=—I/2 y= 12 


jeweils uber das Produkt einer in y geraden und 
einer in y ungeraden Funktion integriert wird. Da- 
mit sind nur noch die komplexen Nahfelder zu 
untersuchen. 

Es wurde bereits festgestellt, daB mit a=a' +ia” 
auch a* =a’ —ia” Losung ist. Das sind zwei Wel- 
len, die beide gleichen exponentiellen Abfall und 
gleiche Phasengeschwindigkeit aufweisen, nur liegt 
einmal die Ausbreitung der Phasen in Richtung des 
exponentiellen Abfalls, das andere Mal entgegen- 
gesetzt. Rechnungen mit a oder a* allein fihren 
nicht zum Ziel. Der Energieflu8 verschwindet nur 
bei geeigneter Uberlagerung der Lésungsfelder von 
a und a*. Ein Blick auf (12) und (11) lehrt, daB 
fiir die Spannungen 

oie (a*) = of (a) 
gilt. Das galt auch fiir die Verschiebungen 
3; (a*) elot ney Si (a) eiot ‘ 
Bei den Schnellen hat sich das durch die Differen- 
tiation nach der Zeit etwas geandert: 
v;(a*) elo! =i w 8; (a*) elt =i w s;* (a) eit = 
= — [i@s;(a) ]*elot = — v,* (a) ei. 

Als geeignete Uberlagerung der beiden linear un- 
abhangigen Lésungsfelder von a und a* kommt nur 
unter der Bedingung verschwindenden Energieflusses 
in Betracht: 

Gin (4) + Gin (A*) = Oi, (%) + Oe (a) = Re[2 oj, (a) ], 
vj(a) + vj(a") = v,(a) — v;* (a) =i Im[20;(q) J 
(17) 
Oi, (2) — Gin (a*) = Oi (a) — O(a) = i Im[2 64 (2) ], 
vj(a) — vj(a*) = v;{(a) + 0;* (a) = Re[2 v;(a)]. 
Alle Spannungen sind demnach gegeniber den 
Schnellen um 90° phasenverschoben. Somit ist im 
zeitlichen Mittel schon der Poyntingsche Vektor und 
damit erst recht der Energieflu8 Null. 


Die allein méglichen Uberlagerungen (17) erlau- 
len wegen ihrer Form 


oder 


f(y) e727 sin ax ei” 


bzw. f(y) e-?7 cos aon glk 
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eine einfache physikalische Interpretation der kom- 
plexen Nahfelder: Wir haben nichts anderes als eine 
stehende Welle vor uns. Allerdings geschieht hier 
die Reflexion kontinuierlich im Medium selbst. Da- 
durch ist auch der exponentielle Abfall zu erklaren. 


2.2.3. Querschnittsverteilungen ein- 
zelner Moden 


Nachdem wir bislang die Wellen nur auf ihr Aus- 
breitungsverhalten hin untersucht haben, wenden 
wir uns nun ihren Querschnittsverteilungen zu. 


Am einfachsten sind diese bei den Kompressions- 
wellen. Dort ist die Querschnittsverteilung (siehe 
(8)) von Schnelle und Druck rein periodisch und 
besteht bei der n-ten Mode aus n/2-Sinusbécen. Ein 
beliebig vorgegebener Anregungsdruck Jat sich 
darum in ublicher Weise nach Fourier entwickeln. 
Der n-te Fourierkoeffizient gibt die Amplitude und 
Phasenlage der dabei angeregten n-ten Mode wieder. 


Bei der Platte sind die Dinge wesentlich kompli- 
zierter. So andern sich z.B. die Querschnittsvertei- 
lungen in Abhiangigkeit von 1/Ag und 1/?p und sind 
fiir jede Mode anders. Fiir einige [/Ag-Werte ist im 
Bild 6 fiir eine Querkontraktionszahl o=0.3 die 
Entstehung von Biege- und Dehnwelle aus der Uber- 
lagerung von Schub- und Dilatationswelle gezeich- 
net. Nun ist aber der Schub- bzw. Dilatationswellen- 
anteil solange quer gedampft (fx bzw. fp reell nach 
(11)). wie die Phasengeschwindigkeit c der sekun- 
daren Welle kleiner als cg bzw. cp ist. Das bedentet, 
daB die Spannungsfreiheit an der Plattenoberfache 
bei der Biege- und Rayleighwelle durch die Uher- 
lagerung je einer quergedampften Schub- und Dila- 
tationswelle erreicht wird. Bei der Dehnwelle wird 
der Schubwellenanteil in w-Richtung periodisch, so- 
bald c > cg ist. Auf die Querschnittsverteilung der 
Dehnwelle fiir c = cg sei besonders hingewiesen. Dort 
stimmt ftir den Schubwellenanteil die Phasen- 
geschwindiskeit mit der Ausbreitungseeschwindig- 
keit cg tiberein. Man sieht, der Schubwellenanteil ist 
nicht mehr rein transversal. Fiir quereedampfte Wel- 
len (vgl. z.B. mit der Rayleighwelle) ist die Be- 
zeichnung longitudinale und transversale Welle fiir 
Dilatations- und Schubwelle erst recht nicht mehr ge- 
rechtfertigt, da bei beiden Verschiebungen bzw. 
Schnellen in Ausbreitungsrichtung und quer dazu 
auftreten. 


Die Uberginge in Bild 6 kann man sich auch 
folgendermafen veranschaulichen. Bei einem grofen 
I/2<-Verhaltnis werden an den beiden Plattenober- 
flachen zwei praktisch voneinander unabhaneige 
Rayleighwellen laufen kénnen. Fiir kleinere 1/As- 
Werte beginnen diese zu koppeln. Sie koénnen dann 
nur gleich- oder gegenphasig laufen. Das fiihrt bei 
weiterer Verkleinerung von //As auf den symmetri- 
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Bild 7. Querschnittsverteilungen der beiden linear unabhangigen 
Wellen des ersten symmetrischen komplexen Nahfeldes fiir 
1/As=1/30 und o=0,5 (nach Beziehung (17)). Es be- 


deuten: 

—— — Dilatationswelle 
Schubwelle 
Uberlagerung: 


schen Typ der Dehnwelle und den antisymmetri- 
schen der Biegewelle. SchlieBlich werden die Quer- 
schnittsverteilungen der elementaren Biege- und 
Dehnwellentheorie angenommen. 

Die Querschnittsverteilungen der hoheren rein 
periodischen Moden entstehen in ahnlicher Weise 
durch Uberlagerung einer in y periodischen Schub- 
welle und einer quergedampften oder ebenfalls in y 
periodischen Dilatationswelle. Es existieren daher 
kaum Knotenflachen der Spannungen oder Verschie- 
bungen. Das gilt auch fiir die exponentiellen und 
komplexen Nahfelder. Lediglich in den schon friiher 
erwahnten Sonderfallen, bei denen eine Schub- oder 
Dilatationswelle allein die Randbedingungen erfillt, 
d.h. bei den Querresonanzen (2=0) und bei den 


primare Wellen 


sekundadre Welle. 


Stellen, fur die ie pee "F 
2s 

gilt, finden wir die Knotenflachen und die rein 

periodische Querschnittsverteilung der Kompres- 

sionswellen wieder. 


Die Querschnittsverteilungen der beiden linear 
unabhangigen Losungen (17) des ersten symmetri- 
schen komplexen Nahfeldes sind fiir //Ags = 1/30 und 
o=0,5 dem Bild 7 zu entnehmen. a ist fiir tiefe Fre- 
quenzen unabhangig von der Querkontraktionszahl. 
Das kann man durch eine Naherungsformel zeigen, 
die man erhalt, wenn man in den Beziehungen (11) 
und (13) mit l/As gegen Null geht und gleichzeitig 
al konstant halt. Dieses Vorgehen findet in dem 


Tabelle II. 


Die ersten Wurzeln der Naherungsgleichung (18) zur Ermittlung der Fortpflan- 
zangskonstante a der komplexen Nahfelder in Platten bei kleinem //As-Verhaltnis. 


symmetrische Moden 
(sin al=—a l) 


al=x+1,071 +i 2,250 | a1=3 x+1,288 + i 3,103 


antisymmetrische Moden 
(sin a l=a lL) 


al=2x+1,214 + i 2,769 


al=40+1,335 £13,354 
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linearen Anstieg der Phasengeschwindigkeit und der 
Konstanz der Dampfung bei tiefen Frequenzen im 
Bild 5 seine Rechtfertigung. Als Ergebnis dieses 
_Grenziiberganges erhalt man 


sinh al way 
al 


(18) 


zur Bestimmung von al. Das positive Vorzeichen 
gilt fiir die antisymmetrischen, das negative fiir die 
symmetrischen Moden. Die ersten vier nichtver- 
schwindenden Wurzeln dieser Gleichung sind in der 
Tabelle II zusammengestellt. 


Somit besitzt jedes komplexe Nahfeld fur sehr 
kleine 1/Ag-Werte (also z. B. im Bereich der elemen- 
taren Dehn- und Biegewellentheorie) unabhangig 
von J/Ag und der Querkontraktionszahl eine kon- 
stante Wellenlange und eine konstante Dampfung 
pro Langeneinheit. 


Wir wenden uns nun der Darstellung einer tiber 
den Plattenquerschnitt vorgegebenen Anregung zu 
und wahlen einen Sonderfall aus. Wir hatten bereits 
festgestellt, daf bislang noch keine exakte Behand- 
lung der Probleme der zweiten Gruppe in der Ta- 
belle I durchgefiihrt wurde. Wir greifen uns den uns 
naheliegenden Fall der Reflexion einer periodischen 
Plattenwelle (ee, a=i|a|) an einem span- 
nungsfreien Ende einer bei x=0 aufgeschnittenen 
Platte heraus und versuchen, diesen zu beschreiben. 


Genauso, wie es bei den einzelnen Schub- und Di- 
latationswellenlosungen (10) allgemein nicht mog- 
lich war, Ty und 6,, gleichzeitig bei y= + 1/2 zum 
Verschwinden zu bringen, so gelingt es jetzt nicht, 
die Spannungen t,, und o,, bei x=0 durch Uber- 
lagerung einer einfallenden und einer reflektierten 
Plattenwelle (12) zu Null zu machen. Es bleibt kein 
anderer Weg, als die bei x =0 verbleibenden Span- 
nungen 67,(%=0) und t,,(2%=0) in (12) durch 
Wellen zu kompensieren, die bei x =0 ihren Anfang 
nehmen. Das werden in erster Linie die exponentiel- 
len und komplexen Nahfelder sein, aber auch perio- 
dische Wellen, wenn diese auftreten knnen (Moden- 
konversion bei Reflexion). Kennzeichnet man die 
neu entstandenen Moden mit des Indizes »y=1, 2, 
3,... und gibt der einfallenden Welle den Index 
vy =0. so berechnen sich die gesuchten a,, d.h. die 
Amplituden und Phasenlagen der neu entstandenen 
Wellen, aus den Randbedingungen: 
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Die Fortpflanzungskonstanten a und fs,, fp» miis- 
sen natiirlich den Beziehungen (11) und (13) ge- 
niigen. Fiir komplexe a,-Werte ist eine Uberlagerung 
der Form (17) vorzunehmen, wodurch die eckigen 
Klammern in (19) rein reell oder imaginar werden. 
Da die einzelnen Moden beziiglich ihrer Quer- 
schnittsverteilungen nicht untereinander orthogonal 
sind, ist die Bestimmung der a, wahrscheinlich nur 
graphisch moglich. Sie wurde nicht versucht. 


Die hier beobachteten Erscheinungen findet man 
schon bei der Biegewelle der elementaren Theorie 
angedeutet. Wahrend in der Dehnwelle der elemen- 
taren Theorie nur 6;, auftritt, finden wir bei der 
Biegewelle o,, und t,, bzw. deren IntegralgréBen, 
die Querkraft Q,= id Ty df und das Biegemoment 
M,= eat Orr y df. Diese Feldgrofen unterscheiden 
sich beziiglich x um eine Differentiation und ver- 
schwinden daher nicht gleichzeitig. Bei der Beschrei- 
bung der Reflexion einer Biegewelle am Plattenende 
kommt man allerdings mit einem exponentiellen 
Nahfeld aus, dem exponentiellen Nahfeld der Biege- 
wellentheorie [12]. Das liegt daran, da die Biege- 
welle und ihr Nahfeld gleiche Querschnittsverteilun- 
gen aufweisen, nur sind einige FeldgréBen um 90° 
phasenverschoben. Durch den Einflu8 des Nahfeldes 
liegt der erste Schwingungs,,knoten* nicht mehr //2 
vom freien Ende entfernt. DaB die Schwingungs- 
knoten bei Dehnwellenresonanzen weit auBerhalb des 
Bereiches der elementaren Theorie ein ahnliches Ver- 
halten zeigen, haben Epmonps und Sirrie [13] ex- 
perimentell gefunden. Durch das Auftreten von Nah- 
feldern ist — genau wie bei den Biegewellen — die 
Stab- oder Plattenlange bei Resonanz nicht mehr ge- 
nau ein ganzzahliges Vielfaches der halben Phasen- 
wellenlange. 


In der vorliegenden Arbeit wurden verlustlose 
Materialien vorausgesetzt. Bei Untersuchungen an 
gummielastischen Stoffen kann man jedoch, wie Mes- 
sungen von Naaxe und Tamm [5] zeigten, die Ver- 
luste nicht mehr vernachlassigen. Strenge Rechnun- 
gen beztglich der Wellenausbreitung in gummi- 
elastischen Platten unter Beriicksichtigung der Schub- 
verluste wurden bereits abgeschlossen und sollen 
demnachst verdffentlicht werden. Fir sie ist die 
Kenntnis der exponentiellen und komplexen Nah- 


_ay— SI f.2, ©”) {cosh (Bo»l/2) cosh Bs» y 
Kaolin 2 (e+ 2 a) ee (Pp, l/2) sinh Bsy 4 i 
@  @ __ .\{cosh(fsy 1/2) cosh pos] rs 
ae (5 cs Cp. Hee (Bs, 1/2) sinh fo» y eeraans oo 
( 5. we)? 
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felder Voraussetzung. Dort soll auch tiber die nu- 
merische Berechnung der komplexen Nahfelder von 
Bild 5 Naheres gesagt werden. Diese wurde mit der 
elektronischen Rechenmaschine G1 vorgenommen. 
Fur die Moglichkeit, an ihr zu rechnen, méchten wir 
Herrn Prof. Dr. L. Brermann an dieser Stelle Dank 
sagen. 


Wir danken Herrn Prof. Dr. Dr.-Ing. E.h. E. Meyer 
fiir sein stetig forderndes Interesse an dieser Arbeit. 
Besonderer Dank gebuhrt auch dem Bundesminister 
fur Wirtschaft, der die finanziellen Mittel zur Durch- 
fihrung dieser Untersuchung zur Verfiigung stellte. 

(Eingegangen am 16. Dezember 1958.) 
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